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1)Vorwort

Medien sind ,,Mittler*

und Zusammenhinge, beim Systematisieren von Erkenntnissen und beim vertiefenden Uben.

, sie ver-Mitteln beim Entdecken neuer mathematischer Begriffe
Das gilt fiir alle Medien — ob nun klassisch-traditionell wie Kérpermodell, Tafel und Kreide

oder ob modern-digital in Form von Rechnern und Computern.

Immer mussen sich Medien daran messen lassen, welchen Beitrag sie zum Erwerb ma-
thematischer Kompetenzen leisten kénnen oder welche Bedeutung sie fir den Lernprozess
haben. Das gilt insbesondere beim Einsatz ,,Neuer Medien®. Gerade hier muss kritisch be-
leuchtet werden, welchen didaktischen Mehrwert Neue Medien fir den Lernprozess bieten
konnen. Weder darf die bloB3e Existenz von neuen Méglichkeiten ausschlaggebend fiir ihren
Einsatz im Unterricht sein, noch sollten sie ohne sorgfiltige Priifung rundweg abgelehnt

werden.

Die Diskussion um den Einsatz von Computeralgebra-Systemen (CAS) wihrt nun schon
cinige Jahre. In der Lehrerschaft gibt es Beftirworter und Gegner, die Meinungen prallen
aufeinander, wie sie bei anstehenden Verinderungen im Lehr- und Lernalltag hiufig vor-
kommen. In den Lehrplinen bundesweit werden Computer-Algebra-Systeme oft erwihnt,
ihre Anwendung wurde aber bisher in nur wenigen Bundeslindern festgeschrieben. Diese
Expertise dient der Klirung, wo, wann und wie der Einsatz von Computeralgebra-Systemen
im Mathematikunterricht sinnvoll ist. Sie fasst die bisherigen Forschungsergebnisse aus nati-

onalen und internationalen Studien zusammen und gibt auf deren Grundlage Empfehlungen.

Auch im Freistaat Thiringen finden sich Gegner und Befiirworter. Thiiringen gehért zu
den Bundeslidndern, in denen sich schon frith eine Reihe engagierter Kolleginnen und Kolle-
gen auf den Weg gemacht haben, das Potenzial eines CAS-Einsatzes im Unterricht zu erkun-
den. Einzelne sind bereits seit Mitte der 90-er Jahre aktiv involviert, die Méglichkeiten einer
sinnvollen Integration im eigenen Unterricht auszuloten. Seit 1999 wurde CAS an acht thu-
ringischen Gymnasien im Rahmen eines Pilotprojektes (1999-2002) eingesetzt. Aktuell arbei-
tet ca. ein Drittel der Gymnasien in den Jahrgingen 10 bis 12, manche bereits ab Jahrgang 9,

mit einem CAS-Rechner im Mathematikunterricht.

Ein Dank an das Thiringer Ministerium fiir Bildung, Wissenschaft und Kultur, das diese
Expertise ermdglicht hat.

Dasseldorf, 06. Januar 2011

Barbel Barzel



2) Was ist Computeralgebra?

Die Bandbreite der fir den Mathematikunterricht relevanten digitalen Medien ist grof3 —
sie reicht von Lernumgebungen zum Erarbeiten oder Vertiefen eines spezifischen Inhalts bis
hin zu umfassenden Programmen, die umfassende Méglichkeiten mehr im Sinne von Werk-
zeugen bieten. Zu diesen digitalen Werkzeugen gehéren im Wesentlichen Computeralgebra-
Systeme (CAS) neben Tabellenkalkulation (TK) und dynamischer Geometriesoftware (DGS).
Tabellenkalkulation dient der Erfassung von Daten in Tabellen und Diagrammen. Geomet-
riesoftware ermoglicht die Konstruktion geometrischer Objekte auf einem digitalen Zeichen-

blatt, wobei diese Objekte variabel manipuliert und gemessen werden konnen.

Bestimmendes Merkmal eines Computeralgebra-Systems ist die Moglichkeit des ,,wis-
senschaftlichen Rechnens®, d.h. neben numerischen, approximativen Rechnungen werden
vor allem exakte, algebraische und symbolische Rechnungen und die symbolische Manipula-
tion algebraischer Ausdriicke ermoglicht. Computeralgebra ist mittlerweile ein wichtiges Teil-
gebiet der Mathematik mit dem Hauptziel, durch exakte Rechnung (Rundungen oder Nihe-
rungen werden nicht zugelassen) algebraische Ausdriicke umzuformen, ein moglichst kom-
paktes Ergebnis zu ermitteln und die verwendeten Algorithmen effizient zu gestalten.
Dadurch weiten sich die Anwendungsgebiete der Computeralgebra erheblich aus (z.B. in der
Physik, Chemie, Robotik, Kontrolltheorie, vgl. Informationen der DMV-Fachgruppe Com-
puteralgebra’).

Auch fir die Schulalgebra sind im Wesentlichen die beiden Komponenten rechnerge-
stltzte algebraische Manipulation und Exaktheit zentral (Barzel 2000a, S. 74):

* FEin CAS 16st Gleichungen und Gleichungssysteme nicht nur numerisch, sondern

auch algebraisch symbolisch.

* Ein CAS weist Losungen exakt aus, sofern nicht explizit eine Niherungslosung ge-
fordert ist. So bleibt ein Ergebnis exakt stehen und wird nicht als Niherungswert
ausgegeben, z.B. 2 statt 1,414213562.

Auch wenn Pallack (2007) bedauert, dass eine eindeutige Definition von CAS wegen des
nicht einheitlichen Kategoriensystems fiir Technologien fehlt, so nimmt er die Méglichkeit
der symbolischen und algebraischen Verarbeitung als Mindestmal3 an, um von einem CAS zu
sprechen.

"Ein CAS ist eine Technologie, mit der man mindestens Terme symbolisch ableiten und Gleichungen
algebraisch l6sen kann." (Pallack 2007a, S. 90)

Die wichtigsten Befehle im Bereich der algebraischen Manipulationen sind im schuli-
schen Bereich (Kieran und Yerushalmy 2004, S. 135): das Erweitern (EXPAND), Faktorisie-
ren (FACTORISE) oder das unmittelbare Losen von Gleichungen (SOLVE). So kann CAS

I www.fachgruppe-computeralgebra.de, Stand: 05.01.2011




beispielsweise genutzt werden, um eine teilweise faktorisierte Gleichung zu erweitern. Umge-
kehrt funktioniert das allerdings nur bedingt (Kieran und Drijvers 20006, S. 240-242).

Die Bedeutung der Moglichkeit, Ergebnisse in erster Linie exakt zu erhalten, wird eben-
falls als bedeutsam fir das Lernen von Mathematik angesehen (Fey et al. 2003, S. 2; Artigue
2004, S. 219). Die genaue Ergebnisausgabe kann nun die alleinige Verfiigbarkeit des Nihe-
rungswertes im Unterricht ablésen und damit die Bedeutung beispielsweise von irrationalen

Zahlen vertiefen.

Die meisten Forscher nehmen auch die Grafikfahigkeit bewusst als Bestandteil von CAS
hinzu, was auch bei vielen gingigen Computeralgebra-Systemen realisiert ist:
"Computer Algebra Systems (CAS) are powerful computer packages that perform calculations, offer

graphical representation and also perform symbolic manipulation for algebra and calculus." (Abdullah
2007, S. 14)

Diese Integration der grafischen Darstellung und ihre Vernetzung mit der symbolisch-
algebraischen Darstellung wird in vielen Studien, wie z.B. in der Meta-Studie von (Fey et al.
2003, S. 1-2), als wichtiger Aspekt beim Lernen von Algebra und Analysis hervorgehoben,
um den bewussten Reprisentationswechsel verfiigbar zu haben und die Wechselwirkung von
symbolischen und grafischen Darstellungen bewusst zu lernen und zu erfassen (Barzel 2004,
S. 60). Diese Moglichkeit wird auch als Window-Shuttle-Prinzip benannt (Heugl et al. 1998).
In verschiedenen Studien (z.B. Clements und Burns 2000; Sarama et al. 1998; Noss und
Hoyles 1992) wurde festgestellt, dass die Verbindung symbolischer und visueller Reprisenta-
tion die Konstruktion mathematischer Strategien und Ideen unterstitzt (Clements et al. 2008,
S. 142). Deshalb sollte die Moglichkeit der Grafikfihigkeit keinesfalls in einem Werkzeug fir
den Mathematikunterricht fehlen. Insofern sind auch aktuelle Taschenrechnerentwicklungen
(z.B. FX 991ES), die das Manipulieren nur einiger weniger algebraischer Ausdriicke ermdégli-

chen und keine Grafikfihigkeit integriert haben, keine relevanten Tools fur die Schule.

Tabellenkalkulation, Geometriesoftware und Computeralgebra als die wichtigsten digita-
len Werkzeuge fir den Mathematikunterricht waren bis vor einigen Jahren noch getrennt als
verschiedene Programme verfiigbar (z.B. Excel als Tabellenkalkulation, DynaGeo als Geo-
metriesoftware, Derive, Maple oder Mathematica als Computeralgebra-Systeme). Mittlerweile
sind diese Programme immer stirker zusammen gewachsen und als vernetzte Werkzeuge
miteinander verbunden. So vereint Geogebra Geometriesoftware und Tabellenkalkulation in
einem Computerprogramm. Besonders weit entwickelt ist der TI-Nspire-CAS, der alle drei
Programmarten miteinander verkntpft und zuziiglich noch ein Tool zur interaktiven Verar-
beitung statistischer Daten integriert. Den TI-Nspire-CAS gibt es als Computerprogramm
und als Taschenrechner (Handheld).

Um Klarheit in das aktuelle Angebot der digitalen Werkzeuge zu bringen, ist es hilfreich,
einzelne Komponenten der Programme aufzulisten. In der folgenden Abbildung 1 werden

fur die derzeit gingigen Programme und Taschenrechner (in den Spalten) die jeweils verflig-



baren Komponenten (in den Spalten) aufgefiihrt. Dabei ist auch ein grafikfahiger Taschen-

rechner (GTR) integriert, um die Unterschiede zu verdeutlichen.?

HH Daten Geometrische Exaktes, Daten interaktiv
erfassen Objekte konstruie- | Graphen symbolisch Text
Art | o. N darstellen und
und darstel- | ren, manipulieren | erzeugen | Rechnen und g erfassen
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Abbildung 1: Komponenten der derzeit gingigen Programme und Taschenrechner

Die Unterschiede zwischen einem grafikfihigen Taschenrechner und einem CAS-

Rechner im Detail werden in der folgenden Abbildung 2* noch einmal verdeutlicht:

Funktionalitat (Befehl, Beispiel) in TI-Nspire Non-CAS CAS
Den Wert einer Variable oder einer Funktion definieren (define f1(x) = 3x + 5) X X
Gleichungen mit einer Variable numerisch I6sen (solve (3x + 5 =7, x)) X X
Gleichungen mit mehreren undefinierten Variablen (solve (3x + 5 = 7a, x)) - X
Algebraische Ausdriicke unter Berlicksichtigung des Distributivgesetzes umformen (expand;

factor) - X
Variablen durch Nummern oder algebraische Objekte ersetzen (3x | x = 5a) - X
Mathematische Ausdriicke oder Gleichungen umformen, z.B. zum schrittweisen Lésen ((3x + 5

=4x + 6) — 3x) - X
Mit undefinierten Variablen rechnen und Ergebnisse mit Variablen zeigen (x + 2x — 4a — 3a) - X

2 Zur Erlduterung: X — gehért zur wesentlichen Funktionalitit O — nur bedingt oder indirekt méglich

CAS: Computeralgebrasystem; ~ GTR: Grafikfihiger Taschenrechner; DGS: Dynamische Geometriesoft-
ware; TK: Tabellenkalkulation; FP: Funktionenplotter;

HH — als Handheld/ Taschenrechner erhaltlich; PC: als PC-Programm erhiltlich (Kein Emulator)

3 Die Entwickler von Geogebra haben bereits seit lingerem eine CAS-Applikation fir Geogebra angekiindigt,
die bisher jedoch noch nicht verfiigbar ist. Aktuell sind nur einige wenige CAS-Befehle méglich. Es ist zu erwar-
ten, dass diese Applikation ebenso wie die fur TK ein additives Tool in der Geometrie- und Grafikoberfliche

darstellt und keine eigene Oberfliche besitzt wie z.B. bei TI-Nspire-CAS.

4 Vgl. Zeller und Barzel 2010



Abbildung 2: Unterschiede der zwei TI-Nspire Versionen in der elementaren Algebra

Das Verbinden verschiedener Zuginge und Reprisentationsweisen begann mit den Ta-
schenrechnern TI-Voyage 200 oder TI-89, jedoch nur in punktuellen Bereichen (Barzel
20006a, S. 162). Laakmann (2008) stellt heraus, dass speziell bei TI-Nspire und dem Casio
ClassPad 330 der Wechsel zwischen den symbolischen, den grafischen und den numerischen
Darstellungen in deutlich gréBerem Mal3e als bisher gelingt. ,,Anderungen in der einen Dar-
stellung [fihren] auch zu entsprechenden Verinderungen in den anderen Darstellungen®
(Laakmann 2008, S. 44). Weigand (2010) beschreibt dies kurz damit, dass die verschiedenen
Komponenten interaktiv verbunden sind. Verindert man ein Objekt in einer Darstellung,
wird dieses Objekt auch unmittelbar in den anderen Komponenten oder Darstellungen ent-
sprechend verdndert (Weigand und Bichler 2010, S. 697). Dadurch kénnen die Schiilerinnen
und Schiiler kausale Zusammenhinge zwischen verschiedenen Reprisentationen, wie Gra-
phen, Tabellen und dynamischer Geometrie, beobachten und entdecken (Duncan 2010, S.
763). Hollebands et al. (2008) stellen heraus, dass die Bewegung zwischen den verschiedenen
Darstellungen insbesondere beim mathematischen Problemlésen essentiell ist. Der bewusste
Wechsel zu einer anderen Darstellung stellt eine wichtige Problemlésungsstrategie dar und
bietet somit wesentlich mehr erfolgversprechende Wege zur Losung (Hollebrands et al.
2008).

Die verknupfte Multireprisentationsfihigkeit ist nicht nur fir Algebra sondern auch fir
die Geometrie von Bedeutung. Aldon (2010) erklirt, dass geometrische Objekte in einer gra-
fischen Umgebung animiert, Mal3e in einer Tabelle gespeichert und schlieBlich Dokumente

auf andere Rechner oder Computer tibertragen werden kénnen (Aldon 2010, S. 3).

Aldon (2010) stellt ein weiteres sehr hilfreiches Merkmal von CAS heraus. Er sieht das
Verfassen, Speichern und Ubertragen von Dokumenten als groBen Vorteil von CAS-
Rechnern. Aufgrund dieser Eigenschaft kénnen Inhalte in Ordnern, auf Seiten etc. sortiert
und abgelegt werden. (Aldon 2010, S. 5) Wichtig dabei sei aullerdem, dass so ebenfalls die
Daten verschiedener Aktivititen, wie Tabelle, Graphen etc., gespeichert werden kénnen.
(Aldon 2010, S. 3) Damit kénnen beispielsweise Erkenntniswege auf lingere Zeit festgehal-
ten und sogar anderen einfach iibergeben werden, sei es durch das Ubertragen von einem

Taschenrechner zum anderen oder vom Taschenrechner auf den Computer.

Auf wirtschaftlicher Ebene muss festgehalten werden, dass bei der Entwicklung von
Computeralgebra-Systemen insbesondere fiir den schulischen Bereich verschiedene Firmen
Vorreiterrollen einnehmen. Dabei sind besonders Texas Instruments (TT) und Casio markt-
fihrend. Wie bereits in der obigen Tabelle zu sehen war, hat momentan der von T1 entwi-
ckelte Nspire-CAS eine Pionierfunktion in Bezug auf die Verkntpfung der einzelnen Kom-
ponenten ebenso wie in der Schaffung weiterer Ebenen, wie Daten und Statistik. (vgl. Dun-
can 2010, S. 763; Barzel 20006a, S. 162-163). Wegen der Verfiigbarkeit von CAS auf Taschen-
rechnern setzt sich in letzter Zeit die Bezeichnung ,,symbolic calculators (SC)* immer mehr
durch (Weigand und Bichler 2010, S. 697).



3) Die einbezogenen Quellen im Uberblick

Diese Expertise basiert auf einer umfassenden, wissenschaftlichen Recherche zu den
Fragen, wann, wo und wie der Einsatz von CAS im Mathematikunterricht sinnvoll ist. Bei

der Recherche wurden folgende Arten von Quellen zu Rate gezogen:

* Zecitschriften, wie The International Journal on Mathematics Education (ZDM Math-
ematics Education), International Journal for Technology in Mathematics Education,

International Journal of Computers for Mathematical Learning oder Journal fiir
Mathematikdidaktik (JMD);

* Sammelwerke und Metastudien, wie (Fey et al. 2003) oder (Heid und Blume 2008a);
* Monographien oder Dissertationen, wie (Ingelmann 2009) oder (Bichler 2010)

* Tagungsbinde, wie (Beitrige zum Mathematikunterricht 2007), (Woo 2007) oder
(Hoyles und Lagrange 2010) sowie

* Artikel weiterer Veroffentlichungen.

Letztendlich wurden aus den 275 Quellen 163 zur nidheren Untersuchung ausgewihlt,
darunter 63 Artikel, 16 Sammelbinde, finf Monographien und neun Tagungsbinde. Die
verbleibenden Quellen ergeben sich aus den Beitrigen der Sammelwerke, Hochschulschrif-

ten, wie Dissertationen sowie Internetdokumenten.

Die mal3geblichen Leitfragen zur Auswahl waren:
* Liegen Erkenntnisse zum Finsatz von CAS vor?

* Werden Aussagen zu Gelingensbedingungen zum Einsatz von CAS getitigt?

Zudem wurden aufgrund der Fille an Nachweisen sowohl ein zeitlicher Filter als auch
ein Filter nach Schwerpunkten gesetzt. Zeitlich wurde der Fokus auf moglichst aktuelle Pub-
likationen gelegt, so dass bevorzugt Publikationen mit Erscheinungsjahr nach 2000 einbezo-

gen wurden.

Bei der Auswahl nach inhaltlichen Schwerpunkten wurde besonderer Wert darauf gelegt,
sich einen méglichst vielfiltigen Uberblick zu verschaffen, d.h. die Thematik méglichst weit-
rdumig (sowohl thematisch, territorial als auch bezogen auf die Forschergruppen) abzude-
cken und so die zahlreichen Facetten des CAS-Einsatzes im Mathematikunterricht zu erfas-
sen. Daraus ergab sich auch, dass beispielsweise von einer der momentan bedeutendsten und
groBten Studien, dem CAS-CAT Projekt in Australien, nur einige der zahlreichen Veréffent-
lichungen niher betrachtet wurden. Im Literaturverzeichnis unter Sekundirliteratur werden
allerdings die zusitzlichen Artikel aufgefiihrt als Hinweise fiir eine weitere Lektiire. Bei die-
sem Reduktionsschritt wurde jedoch darauf geachtet, dass die wichtigsten Ergebnisse und

Aspekte der jeweiligen Studie fir diese Expertise im Fokus bleiben.

10



Die nach diesen Kriterien ausgewihlten Veroffentlichungen wurden dann anhand ihrer Titel-
angaben und Kurzinhaltsangaben gefiltert und vorsortiert und im Weiteren gelesen sowie
exzerpiert. Kernaussagen und Zitate wurden festgehalten und in einem anschlieBenden
Schritt in diverse Forschungsfelder eingeordnet. Das Resultat diente als Basis fir die Kern-

aussagen dieser Expertise und des sich anschlieBenden Schreibprozesses.

Um einen Uberblick tiber die Art der einbezogenen Artikel und Schriftstiicke zu erhal-

ten, bietet sich eine grobe Klassifizierung in zwei verschiedene Arten an:

* Empirische Studien: Hierzu zihlen simtliche wissenschaftliche Studien, die ausge-
hend von dem Stand der Forschung und Literatur unter einer fokussierenden For-
schungsfrage auf verschiedenen Wegen Daten sammeln und diese theoriegeleitet

auswerten.

* Theorie fokussierende Arbeiten: Zu diesen Arbeiten rechnen wir Metastudien oder
Literaturrecherchen hinsichtlich verschiedener Aspekte und Facetten des CAS-
Einsatzes (z.B. Fey et al. 2003; Heid und Blume 2008a; Lagrange et al. 2003). Aber
auch Schriften zu Theorien, die aufgrund von empirischen Erkenntnissen aufgestellt
wurden, zdhlen dazu. Als zentrale Beispiele sind hierbei die Theotie der ,,instrumental
genesis® (siche u.a. Aldon 2010; Artigue 2002; Heid 2005; Thomas et al. 2004) sowie
verschiedene didaktische Konzepte, u.a. RIPA® oder SONG®, zu nennen.

Diese Unterscheidung stellt nur eine grobe Klassifizierung dar und beschreibt lediglich
die jeweils vorgenommene Schwerpunktsetzung in den Schriften. Es ist wichtig zu betonen,
dass einerseits bei allen einbezogenen empirischen Studien bestehende Theorien als Aus-
gangspunkt und als Interpretationsgrundlage genutzt wurden und dass andererseits die sich
auf Theorie fokussierenden Arbeiten aus den Erkenntnissen von zahlreichen empirischen

Studien erwachsen.

Von allen einbezogenen Publikationen sind etwa die Hilfte sich auf Theorie fokussie-
rende Arbeiten, etwa 30 Prozent empirische Studien und 20 Prozent lassen sich nicht eindeu-

tig zuordnen.

Allen empirischen Studien ist gemeinsam, dass sie Modelle guten Unterrichts analysieren
und versuchen, diese méglichst prizise abzugrenzen und durch empirische Untersuchungen

beztiglich ihrer Wirksamkeit abzusichern bzw. Modifikationsvorschlige zu machen. Die Er-

> RIPA (Reasons, Information, Plan, Answers) ist eine didaktische Hilfestellung fiir Schiiler, um ihre mathemati-
schen Gedanken und Losungswege hervorzuheben und eine gute Klassenkommunikation zu veranlassen. Ball
und Stacey 2003

¢ SONG (Symbolic, Oral, Numerical, Graphical) ist ein Ansatz, der die symbolischen, verbalen, numerischen
und grafischen Aspekte der Mathematik verbindet und zusitzlich oder gerade deswegen Technologie in den
Unterricht integriert. Ziel ist es, sowohl mit der motivationalen Verschiedenheit von Schiilern oder Studenten

besser umzugehen als auch fachdidaktische Erkenntnisse vertiefend einzubinden. Challis und Gretton 2002
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kenntnisse werden jeweils auf verschiedenen Wegen mit unterschiedlichen Forschungsstrate-

gien gewonnen. Dabei lassen sich zwei prinzipielle Wege unterscheiden:

* Von Einzelfillen ausgehende qualitative Untersuchungen: Hier werden Er-
kenntnisse tber den Unterricht aufgrund der Analyse einzelner Situationen gewon-
nen. Es werden ganze Unterrichtsstunden oder einzelne Lernende wihrend einer
Aufgabenbearbeitung aufgezeichnet (meist Video- und/ oder Audioaufnahmen mit
oder ohne anschlieBende Transkripte) oder auch Lehrpersonen sowie Schulerinnen
und Schuler interviewt. Diese Idee, dass eine einzelne Situation uber sich hinauswei-
sen und zu allgemeinen Erkenntnissen fihren kann, passt zu der Erfahrung vieler
Lehrerinnen und Lehrer bei der Diagnose von Schiilerprodukten: Wenn ein Schiiler
z. B. erklirt, warum er einen bestimmten Losungsweg eingeschlagen oder einen be-
stimmten Fehler gemacht hat, kann die Lehrperson Vorstellungs- oder Bearbei-
tungsmuster entdecken, die auch anderes Schulerverhalten bzw. dhnliche Fehler er-
kliren koénnen. Fine solche Diagnose ist natiitlich noch keine wissenschaftliche For-
schung, bei der eine moglichst hohe Objektivitit angestrebt wird, um wirklich allge-
meine Schlisse zichen zu kénnen. In der qualitativen Forschung gibt es aber Strate-
gien, um allgemeine Schliisse moglichst gut abzusichern (wie z. B. Konsensfindung

im Forscherteam).

* Von einer grolen Fallzahl ausgehende quantitative Untersuchungen: Hier
werden Erkenntnisse iiber Unterricht aufgrund einer Vielzahl untersuchter Fille ge-
wonnen. Dabei sollen Aussagen aufgrund einer méglichst reprisentativen Stichprobe
statistisch verallgemeinert werden. Im Fokus kénnen dabei nur quantifizierbare As-
pekte stehen wie beispielsweise Testleistungen oder Ergebnisse von Fragebogen. Es
lassen sich statistisch nur solche Variablen , kontrollieren®, die auch erfasst wurden.
Das reduzierende, abstrahierende Vorgehen fuhrt einerseits zur angestrebten Mog-
lichkeit der statistischen Verallgemeinerung, wirft andererseits aber die Frage auf, in-
wiefern die Ergebnisse nicht durch andere Variablen (z.B. Lehrerpersonlichkeit oder

Organisation des Unterrichts) entstanden sind.

Werden im Rahmen einer Studie beide Strategien, also sowohl quantitative als auch qua-
litative Daten erhoben und genutzt, spricht man von einem Mixed-Method-Design, was sich

in der aktuellen Unterrichtsforschung immer stirker durchsetzt.

Das Design bzw. die Anlage einer Studie ist nicht nur durch die grundsitzliche For-
schungsstrategie, sondern auch dadurch geprigt, ob gezielt neues Material (eine ,,Interventi-
on®) getestet wird und ob ein Vergleich zwischen verschiedenen Gruppen und Zugingen
einbezogen wird. Vergleichstudien bieten sich ebenfalls bei der Untersuchung des CAS-
Einsatzes an, da Experimentalgruppen, die mit CAS unterrichtet werden, mit Kontrollgrup-
pen ohne CAS verglichen werden kénnen. Eine gro3e Schwierigkeit dabei liegt jedoch in der

Komplexitit des Unterrichtsalltages, da Storvariablen auftreten kénnen — das sind Parameter
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wie z.B. Lehrerpersonlichkeit oder Unterrichtsorganisation, die Einfluss auf die untersuchten

Ergebnisse haben kénnen.

Im Rahmen dieser Recherche lassen sich drei wesentliche Studiendesigns ausmachen:

1)

2)

3)

Vergleichsstudien, d.h. Kontrollgruppen werden mit Experimentalgruppen beziig-

lich verschiedener Kriterien verglichen;

Interventionsstudien, d.h. eine Methode bzw. ein bestimmter unterrichtlicher
Weg wird auf seine Effektivitit oder andere Kriterien untersucht. Dies ist meist
mit einem Pri-Post-Design verbunden, d.h. es werden die Ergebnisse von Vor-

und Nachtests miteinander verglichen;

Fallstudien, d.h. es werden einzelne Situationen im Klassengeschehen mit CAS-

Einsatz beobachtet, dokumentiert und untersucht.

Im Folgenden stellen wir einige Studien explizit vor, um zum einen unser Vorgehen exempla-

risch darzustellen und zum anderen um einen naheren Einblick in die bedeutenden Studien

der Recherche zu geben.’

National

MUKI (Mathematik zwischen Konstruktion und Instruktion)

Projekt: ] L ) ]
Barzel, Universitit Duisburg-Essen, Nordrhein-Westfalen
. Weitere
Tech- Studienum- . . . .
Dauer ) Studiendesign und Methodologie | Literatur-
nologie | fang )
verweise

2 Jahre bes. 45 Klassen, 450 | Interventionsstudie (6 Wochen), (Barzel

(von TI-92, Vergleichstests, | Mixed-Method 200064,

2002 bis | TI-89, 580 ausgefillte | Qualitativ: Videos, Schilerprodukte, | 2006b,

2004) wenig: | Fragebogen Interviews, 2007)

Derive, Quantitativ: Vergleichstests, Frage-
Maple bogen

Forschungs- Bis zu welchem Grad ist die Lernwerkstatt passend, um gleichzeitig

fragen: inhaltliche und prozessuale Ziele zu verfolgen?

Ergebnisse: 1) In einer zentralen Vergleichsklausur haben die Schiilerinnen und
Schiiler der Experimentalgruppe mindestens genauso gut und besser
abgeschnitten wie die der Lerngruppen mit traditionellem Unterricht.
2) Die wichtigste Grundlage, kognitive Schuleraktivititen zu ermogli-
chen, liegt im Gewihren der freien Arbeit und der freien Verfiighar-

7 Der Uberblick tiber die nationalen Studien beruht auf Herold und Barzel 2008.
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keit des CAS - frei in dem Sinne, dass eine stindige Beobachtung
und Kontrolle durch die Lehrperson entfillt.

3) Insbesondere Lernende mit einer mittelmiBigen bis schlechten
Mathematiknote auf dem letzten Zeugnis betonen die Moglichkeit
des freien Gesprichs in der Gruppe als wertvoll und hilfreich fiir das

Verstehen der Sachzusammenhinge.

National

M’ (Modellversuch Medienintegration im Mathematikunterricht)

Projekt: ) . T p——
Bichler und Weigand, Universitit Wirzburg, Bayern
Weitere
Tech- Studienum- . . . .
Dauer ) Studiendesign und Methodologie | Literatur-
nologie | fang )
verweise
8 Jahre V-200, | 26 Klassen in Vergleichs- und Interventionsstudie, | (Bichler
(von TI- 11 Gymnasien | Mixed-Method 2007, 2010
2003 bis | Nspire Qualitativ: Fragebogen, Test Weigand
2011) CAS (Schwerpunkt: Beschreibung des und Bich-
Losungsweges) ler 2009;
Quantitativ: Vor- und Nachtest, Weigand
Fragebogen 2008)
Forschungs- 1) Gibt es hinsichtlich zentraler mathematischer Fahigkeiten Unter-
fragen: schiede zwischen den Modell- und den Kontrollklassen?
2) Welche neuen Méglichkeiten ergeben sich fiir den Unterricht?
3) Wie dndern sich Prifungsaufgaben durch den Rechnereinsatz?
4) Wie schitzen Schilerinnen und Schiiler sowie Lehrerinnen und
Lehrer den Rechnereinsatz ein?
Ergebnisse: 1) 70 % der Lehrer sind der Meinung, dass sich die Methodik des

Unterrichts verindert hat.

2) 60 % der Lehrkrifte sind der Meinung, dass sich die Inhalte ge-
geniiber dem traditionellen Unterricht nicht verdndert haben, nur
40% sehen Verdnderungen in ihrem Unterricht.

3) Mit der Vertrautheit des Rechners zeigt sich bei den Schiilerinnen
und Schiilern auch ein verstirkt kalkiilhafter Einsatz des Rechners.
4) Uberraschend ist, dass es iiber ein halbes Jahr gedauert hat, bis die
Vertrautheit mit dem Rechner so hergestellt ist, dass die Schiilerin-
nen und Schiiler dieses Werkzeug in Prifungen auch nutzen.

5) Fast alle Lehrer sind der Meinung, dass sich die Chancen der
Schiuler verbessert haben, die Inhalte zu verstehen.

0) Die Hilfte der Lehrkrifte ist der Meinung, dass es zentral ist, dass
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der Taschencomputer immer zur Verfiigung steht.

National

CALIMERO (Computer-Algebra im Mathematikunterricht - Entdecken, Rech-

Projekt:  nen, Organisieren)
Ingelmann und Bruder, Technische Universitit Darmstadt, Niedersachsen
Tech- | Studienum- X X X \X{eltere
Dauer ) Studiendesign und Methodologie | Literatur-
nologie | fang )
verweise
5 Jahre V-200 | 29 Experimen- | Vergleichs- und Interventionsstudie, | (Ingel-
(von tal-, 5 Kon- Mixed-Method mann
2005 bis trollklassen Qualitativ: Analyse des entwickelten | 2009; Bru-
2010) (insgesamt ca. | Unterrichtsmaterials, Schilerproduk- | der und
1000 SuS®) te, standardisierte Unterrichtsproto- | Ingelmann
kolle zu jeder Stunde, Lehrer- und 2009)
Schiilerfragebogen
Quantitativ: Vor- und Nachtest
Forschungs- Welche Effekte auf Seiten der beteiligten Schiiler und Lehrer sind
fragen: vor dem Hintergrund der entwickelten ganzheitlichen Unterrichts-
konzeption im CAS-gestiitzten Mathematikunterricht in Klasse 7 und
8 zu beobachten?
Ergebnisse: 1) Die Projektschiiler zeigen deutliche Leistungsentwicklungen bei

den Aufgaben, die forschendes Umgehen mit Mathematik abpriifen.
2) Der CAS-Einsatz im Mathematikunterricht fithrte zu einem siche-
reren Umgang mit Objekten der Algebra und zur Verknupfung der
verschiedenen Darstellungsformen mathematischer Sachverhalte bei
den Lernenden.

3) Im Bereich des Kommunizierens und Argumentierens sind deut-
lich bessere Leistungen gegeniiber der Vergleichsgruppe erkennbar.
4) Mathematische Grundfihigkeiten kénnen auch im technologieun-
terstiitzten Unterricht wach gehalten werden.

5) Die Lernenden der CAS-Gruppe entwickeln ein besseres Variab-
lenverstindnis.

0) Leistungsschwichere Lernende erbrachten signifikante Steigerun-

gen nach dem Unterricht mit CAS.

8 SuS steht in den Tabellen als Abkiirzung fiir Schiilerinnen und Schiiler, Jg fir Jahrgang
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National

Umfrage in Thiiringen

Projekt: . .
Schmidt und Moldenhauer, Fachhochschule Schmalkalden, Thuringen
. Weitere
Tech- Studienum- . . . .
Dauer ) Studiendesign und Methodologie | Literatur-
nologie | fang )
verweise
von 2002 | TI-89 insgesamt 234 | Vergleichsstudie, (Schmidt
bis 2005 ausgefiillte Fra- | Quantitativ: zwei Umfragen (2002 2009;
gebbgen und 2005) Schmidt et
al. 2009)
Forschungs- Welche Einstellung haben Schiiler beztiglich des CAS-Handhelds
fragen: (TI-89)
Ergebnisse: 1) Schiiler haben weniger Probleme mit dem TI-89 zu arbeiten und
setzen ihn wesentlich 6fter ein als Schiilerinnen.
2) Schiilerinnen und Schiiler in Leistungskursen haben etwas weniger
Probleme beim Arbeiten mit dem TI-89, geniel3en, dass sie mehr
Moglichkeiten haben, ihre Ergebnisse zu tberprifen und nutzen den
Rechner deutlich haufiger als Schilerinnen und Schiiler in Grund-
kursen.
3) Je besser die Schulerinnen und Schiiler in Mathematik sind, desto
mehr Nutzen kénnen sie aus dem CAS-Einsatz zichen.
International
i Integration von CAS im Mathematikunterricht
Projekt: .
Ng Wee Leng, Singapur
. Weitere
Tech- | Studienum- . . . .
Dauer ) Studiendesign und Methodologie | Literatur-
nologie | fang )
verweise
Monate | TI-92 81 SuS (41 in Vergleichsstudie, (Leng
(Juni bis Experimental-, | Quantitativ: Abschlusstests nach 2003)
Novem- 40 in Kontroll- | jeder Einheit, Umfrage
ber 2002 gruppe)
Forschungs- 1) Welche Faktoren kénnen die Integration von CAS in das Mathe-
fragen: matikcurriculum beeinflussen?
2) Existieren signifikante Unterschiede in den Leistungen in Mathe-
matik zwischen Experimental- und Kontrollgruppe?
Ergebnisse: 1) Schiiler zeigten eine leicht positivere Einstellung gegeniiber CAS
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als Schiilerinnen.

2) CAS ist hilfreich fiir Hausaufgaben und in Prifungen.

3) Schiilerinnen und Schiiler wiirden den Rechner regelmaBiger nut-
zen, wenn er ihr Eigentum wire.

4) 90% der Schiilerinnen und Schiiler stimmten der Aussage zu, dass

CAS hilft, Konzepte besser zu verstehen.

International

CAS-CAT (Computer Algebra Systems in Schools — Curriculum, Assessment

Projekt:  and Teaching)

Ball, McCrae, Asp and Stacey, University of Melbourne, Victoria, Australien

. Weitere
Techno- | Studienum- . . . .
Dauer ) Studiendesign und Methodologie | Literatur-
logie fang )
verweise
2 Jahre T1-89, 3 Schulen, Interventionsstudie, (Ball 2004;
(2000- HP40G, | 156 Schuler Quualitativ: Schillerdokumente, Vi- Ball und
2002) CASIO der Jahr- deos von Lehrerzusammenkinften, | Stacey
FX 2.0 gangsstufen Interviews 2004,
CAS 11 und 12 2005a,
2005b,
2005¢)
Forschungs- Welche Konsequenzen hat die Implementierung von CAS Rech-
fragen: nern auf das Curriculum, die Bewertung und das Unterrichten?
Ergebnisse: 1) CAS Schiiler tendieren dazu, kiirzere Losungen aufzuschreiben.

2) CAS Schiiler beginnen eine Mischung aus mathematischer Nota-
tion und Rechnersprache zu verwenden, um ihren Losungsweg zu
beschreiben.

3) Sobald Lehrpersonen die Fihigkeiten im Umgang mit dem
Rechner entwickelt haben, 6ffnen sie sich dem Beobachten und
Erfassen der Schillerprozesse.

4) Das Forscherteam unterstiitzte zwar die Lehrpersonen, aber die

meiste Unterstlitzung gaben sich die Lehrpersonen untereinander.
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International

Projek CAS Pilot Programme
rojekt:
] Neill und Smith, Victoria University of Wellington, Aotearoa, Neuseeland
. Weitere
Techno- | Studienum- . . . .
Dauer ) Studiendesign und Methodologie | Literatur-
logie fang )
verweise
3 Jahre ClassPad | 22 Schulen Vergleichsstudie, Mixed-Method (Smith
(von 330, the involviert, 2 Qualitativ: Interviews, zwei verschie- | 20006; Neill
2005 bis | Voyager | Kontrollklas- | dene Frageb6gen 2009)
2008) 200, sen pro Schu- | Quantitativ: Mathematiktest
HP49G | le
Plus
Forschungs- Hat der Einsatz von CAS einen Einfluss auf Lehrmethoden, das
fragen: Schilerlernen und das mathematische Verstindnis?
Ergebnisse: 1) Es dauert 1-2 Jahre bis CAS einen signifikanten Einfluss auf die

Leistungen der Schiiler hat.

2) Einige Lehrer reflektieren ihren Unterricht stirker, andere adap-
tieren einen eher entdeckenden oder konstruktivistischen Lehran-
satz in thren Unterricht.

3) Lehrer, die sich mit dem Technologieeinsatz wohl und v.a. kom-
petent fithlten, probierten sich eher in entdeckenden, konstruktivis-
tischen Lehransitzen aus.

4) Traditionelle Lehrmethoden wurden in CAS-Klassen eher selten
beobachtet.

5) Die Interaktionen innerhalb der CAS-Klassen waren hoch wegen
Klassendiskussionen, Ergebniskontrollen und dem Austausch tiber
Funktionalititen des Rechners.

0) Schiiler mit CAS leisteten mindestens genauso viel wie Schiiler
ohne CAS.

7) Das Verstindnis fiir Algebra hat sich bei den Schilern signifi-
kant verbessert.

8) CAS ist ein mathematisches Werkzeug, das Lernen und Verste-
hen férdert. Es etlaubt Forschen und Entdecken.

9) CAS erlaubt offene Fragen und Entdeckungen realer Kntexte.
10) Der Fokus mit CAS liegt auf mathematischen Konzepten an-
stelle von Umformungsdetails. Die Verbindung der verschiedenen
Reprisentationsmoglichkeiten eroffnete alternative Wege, Proble-

me auszudriicken und Lésungen zu finden.
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International

Projekt:  Ozgiin-Koca, Ankara, Tiirkei
Weitere
Techno- | Studienum- . . . .
Dauer ) Studiendesign und Methodologie | Literatur-
logie fang )
verweise
ein  Se- | TI-92 27 zukinftige | Interventionsstudie, Mixed-Method: | (Ozgiin-
mester Lehrer, 14 | Qualitativ: ~ Aufzeichnungen  der | Koca

(wahr- Klassen kiinftigen Lehrer, Interviews 2010)

schein- Quantitativ: Befragung der kiinftigen

lich 2004) Lehrer

Forschungsfra- Welche Meinungen haben zukiinftige Lehrer von CAS speziell in

ge(n): Aufgabenstellungen der Algebra?

Ergebnisse: 1) Werdende Lehrer tberdenken ihr bisheriges CAS-Konzept
schnell. Sie missen nur die Gelegenheit dazu bekommen und CAS
selbst erfahren durfen, um den Rechnern positiv gegeniiberzu-
stehen.

2) Die Teilnehmer priferierten hauptsichlich die White-Box-
Methode, um Fertigkeiten bzgl. symbolischer Umformungen zu
etlernen. Erst danach soll die Black-Box-Methode genutzt werden.
International
Projekt:  Yerushalmy, University of Haifa, Israel
Weitere
Tech- Studienum- . . . .
Dauer ) Studiendesign und Methodologie | Literatur-
nologie | fang )
verweise

3 Jahre | Visual- | 6 Schiler (von | Interventions- und Vergleichsstudie | (Ye-

(Zeit- Math insgesamt 24 | Qualitativ: finf Interviews mit den | rushalmy

raum aus 2 Klassen) | Schtlern 2000)

unbe-

kannt)

Forschungsfra- Wie entwickelt sich der Problemldseprozess tber 3 Jahre beim Ein-

ge(n): satz von CAS?

Ergebnisse: 1) Weniger erfolgreiche Schuler (die unteren 25%) nutzen die Gra-

phensoftware um einen weiteren Blick zu erlangen, Vermutungen zu
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bestitigen und um schwierige Operationen zu bewiltigen.

2) Die weniger erfolgreichen Schiiler brauchten linger, um den sym-
bolischen Formalismus einzusetzen. Die meisten Losungsversuche
dieser Schiiler legten einen Schwerpunkt auf grafische und numeri-
sche Reprisentationen.

3) Der Prozess der Losungsfindung wurde bei diesen Schilern als
relativ lang empfunden. Ebenso wurden die Graphen nicht beson-
ders hdufig eingesetzt, da diese den symbolischen Formalismus und
die Umformungen nicht unterstiitzen.

4) Die Schiilerinnen und Schiler lernten Mathematik sowie mathe-
matische Strukturen zu schitzen und verstanden einige wichtige
Muster mathematischen Denkens. Diesbeziiglich kamen sie den leis-
tungsstirkeren Schiilern niher und machten das, was sie machten gut

—jedoch anders.

International

Projekt:  Kieran, Université du Québec a Montréal, Montreal, Kanada

Weitere
Tech- Studienum- . . . .
Dauer ) Studiendesign und Methodologie | Literatur-
nologie | fang )
verweise
2 Jahre | TI-92 6 Klassen der | Vergleichs- und Interventionsstudie, | (Kieran
(von Jahrgangsstufe | Mixed-Method und  Sald-
2003  bis 10 Qualitativ: Videos, Interviews anha 2005;
2005) Quantitativ: Vor- und Nachtest Kieran und
Drijvers
2006;
Kieran und
Damboise
2007)
Forschungsfra- Profitieren Schulerinnen und Schiiler, die in algebraischen Techniken
ge(n): und der Theorie schwach sind, von der Arbeit mit CAS?
Inwieweit férdert die Interaktion zwischen Technik und Theorie das
algebraische Denken der Schilerinnen und Schiler, wenn CAS mit
Papier-und-Bleistift in einer Lernumgebung kombiniert wird?
Ergebnisse: 1) Die CAS Klassen verbesserten sich wesentlich mehr sowohl in

Bezug auf die Technik als auch auf die Theorie.
2) Die Papier-und-Bleistift Arbeit der Schtler verbesserte sich durch
die Interaktion mit CAS.
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3) CAS stirkte das Selbstbewusstsein der Schiilerinnen und Schiiler
beziiglich ihrer Algebrafihigkeiten. Dieses Selbstbewusstsein stirkte
ihr Interesse und ihre Motivation.

4) Die Vielfalt der Reprisentationsmoglichkeiten mit einem CAS
fihrte die Schulerinnen und Schiiler zu Reflektionen, die mit Papier-
und-Bleistift wesentlich schwieriger zu erreichen gewesen wiren.

5) Die Schiilerinnen und Schiiler strebten nach einer Kontinuitit und

nutzten den CAS in vielfiltigen Situationen, um ihre theoretischen

Gedankenginge zu tberprifen.

Anhand dieser Studien konnte nun ein Uberblick tiber den aktuellen Stand der Forschung im
Hinblick auf den Einsatz von Computeralgebra-Systemen gewonnen werden. In den ver-
schiedenen Studien werden sowohl die Lernprozesse der Schiilerinnen und Schiiler als auch
die Rolle der Lehrpersonen eingehend untersucht. Lediglich im Bereich der Konzeption von
Unterricht und Materialien kénnten die Erfahrungen und Erkenntnisse noch stirker systema-
tisiert werden. Schwierig erscheint auch, dass es zu wenige Langzeitstudien gibt. Abgesehen
von Ingelmann (2009) und Bichler (2010) sind uns keine Projekte bekannt, die einen lingeren
Zeitraum als 5 Jahre betrachten. Weiterhin wire es zukiinftig wiinschenswert, bei solchen
Studien grofiere Schillergruppen einzubeziehen, um die Erkenntnisse noch stirker durch

statistische Verfahren abzusichern.
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4) Ertkenntnisse und Ergebnisse zum Einfluss von
CAS im Unterricht

Die Einfliisse von CAS in allen einbezogenen Publikationen werden vielfiltig reflektiert
und beziehen sich vor allem auf das Wissen der Schiilerinnen und Schiler sowie auf die kon-

krete Gestaltung des Unterrichts.

Grob Kklassifizieren lassen sich die Einflisse auf das inhaltliche Wissen der Schiilerinnen
und Schiiler nach Waits (2000):

"Some Mathematics becomes more important because technology requires it.
Some Mathematics becomes less important because technology replaces it.

Some Mathematics becomes possible because technology allows it."

Wihrend Waits (2000) in den ersten beiden Punkten auf eine Umgewichtung etablierter
Inhalte eingeht, wird im dritten Punkt die Einbindung zusitzlicher mathematischer Inhalte
thematisiert. Thomas et al. (2004) konkretisiert mogliche neue mathematische
Themenbereiche:

"While the availability of CAS apparently devalues the learning of rules, it offers the possibility to focus

on the selection of appropriate techniques, the anticipation of general patterns, and the interpretation

of results and application to real life problems." (Thomas et al. 2004, S. 157)

Damit ist eine Akzentverschiebung beschrieben, die zentral bei fast allen Ausfihrungen
zu finden ist, ndmlich die Akzentverschiebung vom Regellernen hin zur bewussten Auswahl
mathematischer Verfahren, zur Mustererkennung sowie zur Interpretation von Ergebnissen
und Anwendungen in realen Sachkontexten. Dies ist inhaltlich sowohl eine Umortientierung
als auch ein Hinzuftigen neuer Inhaltsschwerpunkte im Sinne der genannten Klassifizierung
von Waits (2000). Jedoch findet die Akzentverschiebung nicht nur auf der inhaltlichen Ebene
statt, sondern zieht ebenso eine neue Schwerpunktsetzung auf struktureller und methodi-

scher Ebene nach sich.

Was mit diesen Akzentverschiebungen auf der Grundlage der einbezogenen Quellen

konkret gemeint ist, lasst sich in acht zentralen Aussagen zusammenfassen:

¢ Konzeptuelles Wissens kann durch CAS geférdert werden. (siche 4.1, S. 23)

* Rechnerfreie Fertigkeiten sind auch beim CAS-gestitzten Unterricht zu erwerben.
(siche 4.2, S. 28)

* Die Nutzung mathematischer Sprache in der schriftlichen Kommunikation wird
durch CAS angeregt (siche 4.3, S. 29)

® Technische Fertigkeiten konnen fachliche Ziele sinnvoll ergianzen (siche 4.4, S. 31)
* CAS begiinstigt einen genetischen Aufbau der Unterrichtsinhalte. (siche 4.5, S. 34)

* Die Integration offener Aufgaben in den Unterricht wird durch CAS unterstiitzt.
(siche 4.6, S. 37)
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* CAS erhoht die Anzahl individueller Lésungswege und unterstreicht deren Zusam-
menhang. (siche 4.7, S. 40)

® ] echrer- und schiilerzentrierte Unterrichtsmethoden erscheinen mit CAS in einem
neuem Licht. (sieche 4.8, S. 42)

Die Punkte 4.1 bis 4.4 konzentrieren sich auf Lernmdoglichkeiten, die beim Umgang mit
CAS entstehen. Damit sind ebenso die dabei geférderten Kompetenzen gemeint als auch die
daraus entstehenden Anderungen der fachlichen Unterrichtsziele. In den Punkten 4.5 bis 4.8
werden die durch CAS moglichen Anderungen der inhaltlichen und methodischen Gestal-

tung des Mathematikunterrichts dargestellt.

Die Frage, ob sich die Kompetenzen der Schiilerinnen und Schiiler, die mit CAS lernen,
automatisch und grundsitzlich verbessern, kann auf Grundlage der aktuellen Forschungser-
gebnisse nicht pauschal beantwortet werden. Die im Folgenden differenzierte Betrachtung
cinzelner Aspekte lisst allerdings fundiert darauf schlieBen, dass sich die Schiilerkompeten-
zen den aktuellen Forderungen der Bildungsstandards und der Fachdidaktik entsprechend
verschieben. Solche Ergebnisse liefern vor allem Studien mit umfassend geplanten und vor-
gegebenen Interventionen (Smith 2006; Neill 2009; Leng 2003; Weigand und Bichler 2010;
Barzel 2006a).

Bei deren Konzeption und Entwicklung wurde berticksichtigt, dass der Einsatz von CAS
kein Selbstzweck ist. Es geht weder um eine moglichst hiufige Integration noch um eine
Ausschopfung aller technischer Moglichkeiten, sondern vielmehr um eine Unterstiitzung der
in der allgemeinen Fachdidaktik geforderten Anderungen. Die Ergebnisse von Studien ohne
jegliche Intervention, d.h. der Einsatz von CAS wurde ohne eine unterrichtliche Verinderung
vollzogen, zeigen nur geringe oder keine Auswirkungen auf die Schilerkompetenzen (vgl.
Neumann 2010%). Vielmehr liefern sie meist Hinweise auf eine sich langsam entwickelnde
Anderung der Unterrichtskultur (siehe auch Schmidt 2002, 2009). Dabei entstehende didakti-
sche Ansitze kbnnen nur tber einen lingeren Zeitraum in der Unterrichtspraxis ausgereift
werden und fordern die Entwicklung eines Kompetenzmodells fiir CAS-gestiitzten Mathe-
matikunterricht (Weigand und Bichler 2010). Moglicherweise kann dann auf Grundlage neuer
Forschungen nicht mehr nur von einer Kompetenzverschiebung sondern cher von einer

Kompetenzerweiterung gesprochen werden.

Bei der Beurteilung des CAS-Einsatzes stehen zwei Aspekte in einer Wechselbeziehung:
Einerseits zeigt die Forschungslage, dass die aktuell in der Fachdidaktik geforderten Ande-
rungen von Unterrichtszielen, Inhalten und Methoden durch den CAS-Einsatz geférdert

werden kénnen. Andererseits liefern genau diese Forderungen eine wichtige Grundlage und

9 Information von Robert Neumann 2010 im Rahmen eines Vortrages auf der GDM, Februar 2010 in Min-
chen. Bericht tiber einen Vergleichstest zu mathematischen Basiskompetenzen mit ca. 1000 Studienanfingern
aus Niedersachsen in Ingenieurswissenschaften und Wirtschaftswissenschaften, bei dem auch erhoben wurde,

ob das Abitur in Mathematik mit oder ohne CAS geleistet wurde.
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die Kriterien, damit der CAS-Einsatz sinnvoll gelingen kann. Die Anderungen werden also
sowohl durch CAS-FEinsatz geférdert als auch fur eine gewinnbringende Integration gefor-

dert.

4.1) Konzeptuelles Wissens kann durch CAS geférdert wer-

den

CAS muss sich immer daran messen lassen, ob mit seinem Einsatz eine Unterstlitzung
der Ziele des Mathematikunterrichts bewirkt wird. Diese Ziele beziehen sich generell auf drei

verschiedene Arten von Wissen (Hiebert und Carpenter 1992):

* Prozedurales Wissen wird fiir das Beherrschen einfacher mathematischer Routinen
(syntaktisches Arbeiten) als auch mathematisch anspruchsvoller Fihigkeiten wie Ar-
gumentieren, Problemlésen und Modellieren benétigt.

* Konzeptuelles Wissen basiert auf inhaltlichen Vorstellungen und erméglicht ein
Verstehen der Prozeduren, also sowohl der vollzogenen Routinen und Rechenopera-
tionen als auch der anspruchsvollen mathematischen Prozesse (wie Argumentieren
und Modellieren). Es ist Grundlage fiir ein tiefergehendes Fachverstindnis mit einer
Vernetzung von Wissen, Fertigkeiten und Fahigkeiten. Bleiben Routinen nur ge-
konnt, aber unverstanden, so liegt rein prozedurales und kein konzeptuelles Wissen

Voft.

¢ Deklaratives Wissen umfasst das mathematische Faktenwissen.

Ziel des Mathematikunterrichts muss es sein, all diese mathematischen Kompetenzen zu
erwerben (Baumert et al. 2010). Die Forderung nach der Vernetzung verschiedener Wissens-
ebenen findet sich auch in der Konzeption, die ,, Task-Technique-Theory“ benannt wird und
auf der anthropologischen Theorie von Chevallard (1999) griindet (Chevallard 1999). Diese

Konzeption wird hiufig als theoretischer Rahmen fiir Studien zum CAS-Einsatz genutzt.

Idee ist es, bei der Unterrichtsplanung ein konsistentes Geflige aus Aufgaben, Fertigkei-
ten und konzeptueller Reflektion anzuregen:

"[...] researchers emphasized that a mathematical topic should exist in school as a consistent set of

tasks, techniques, and conceptual reflection." (Lagrange 2003, S. 273)!

Damit soll zum einen erreicht werden, dass neben dem von Regeln geleiteten syntakti-
schen Arbeiten auch konzeptuelles Wissen aufgebaut wird. Genau dieser Zusammenschluss
von pragmatischen, syntaktischen Fertigkeiten und einem von Wissen geprigten Wert des
Verstehens umfasst die einzelne ,,Technique® bzw. Fihigkeit. Zum anderen kommt jedoch
noch die bewusste theoretische Reflexion hinzu. Es reicht nicht, allein mathematische The-
men und gute Aufgaben auszuwihlen, sondern es muss auch gezielt eine konzeptuelle Re-
flektion ausgelost werden, um eine Verbindung der verschiedenen Wissensebenen zu errei-

chen.
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Eine kanadische Studie zeigte explizit, dass genau diese Verbindung von regelgeleiteten
Titigkeiten mit Aktivititen, die auf das Verstehen und Verinnerlichen mathematischer Sach-
verhalte abzielen, fir das Lernen von Mathematik von grofler Bedeutung ist (Kieran und
Drijvers 2006, S. 256)". Wihrend der Zusammenhang und der gegenseitige Einfluss von
Verstehen und regelgeleitetem Arbeiten individuell und vor allem je nach mathematischer
Fragestellung unterschiedlich sein kénnen (Kieran und Drijvers 20006, S. 257; Zbiek 2003, S.
206)", ist dennoch ein eindeutiger und empirisch fundierter Trend in der Mathematikdidaktik
erkennbar: Der Erwerb von konzeptuellem Wissen soll stirker als Ziel in den Fokus geriickt
werden. Die oben genannten Autoren betonen dabei, dass Lernende schneller erfolgreich
regelgeleitet algebraisch umformen, wenn sie algebraisches Denken zunichst mit einem CAS-
integrierten konzeptuellen Zugang tber Funktionen und Modellieren erfahren (Kieran und
Drijvers 2000, S. 257). Abdullah (2007) bestitigt dies und erginzt, dass alleine der Erwerb des
regelgeleiteten Arbeitens mit einer Fille von symbolischen Umformungen von Lernenden als
wenig motivierend und langweilig gesehen wird (Abdullah 2007, S. 18; Barzel 2004, S. 56)%.

Ein Wert von CAS kann in der Zeitersparnis durch die effektive Vereinfachung von kal-
kilhaften und algorithmischen Operationen und in dem damit entstehenden Raum fir kon-
zeptuelle Titigkeiten gesehen werden (Abdullah 2007, S. 18; Ingelmann 2009, S. 16)".

Es spielt jedoch nicht nur die gewonnene Zeit eine Rolle, sondern die Arbeit mit CAS
bietet zudem gleich an mehreren Punkten Ansatzmdéglichkeiten, um den Erwerb von kon-
zeptuellem Wissen anzuregen. Durch die schnelle Verfiigbarkeit von symbolischen Umfor-
mungen kann sich ohne die Unterbrechung durch syntaktische Umformungen unmittelbar

nach der Eingabe eines symbolischen Objektes auf das Ergebnis konzentriert werden:

10"The main finding of the study is that we cleatly found evidence for the relation #heory - technique within the
setting of the designed tasks, which confirms the importance and productiveness of the TTT approach [Task-
Technique-Theory]." (Kieran und Drijvers 2006, S. 256)

11"..] the actual relation between task, technique and theory depends on the situation." (Kieran und Drijvers
2006, S. 257)

"Students may actually learn skills faster if we, as teachers, first teach them algebraic ideas from a conceptual

approach using CAS, with an emphasis on function and mathematical modeling." (Zbiek 2003, S. 206)

12 "The procedural knowledge approach being full of symbolic manipulation was considered boring by the
students." (Abdullah 2007, S. 18)

"The procedural knowledge approach has been regarded as one of the traditional methods in learning algebra."
(Abdullah 2007, S. 18)

Ziel des MU sollte sein, das hinter den Kalkilfertigkeiten liegende zu verstehen. (Barzel 2004, S. 56)

13 "[..] to whatever extent routine symbolic manipulation can be successfully offloaded to CAS, the time saved

can be spent on developing solid conceptual understanding." (Abdullah 2007, S. 18)

"Weigand und Weth (2002) formulieren einen daraus resultierenden Verinderungsbedarf im zukiinftigen Ma-
thematikunterricht. Zu viel Zeit nehmen ihrer Meinung nach kalkilhafte und algorithmische Operationen ein,

die von dem Gerit effektiv vereinfacht werden kénnen." (Ingelmann 2009, S. 16)
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"Technique and theory emerge in mutual interaction. [...] This interaction proved to be very productive
in cases of confrontation, or even that of conflict, between the techniques - particularly the CAS tech-
niques - and the students' theoretical thinking. A tendency to reconcile CAS work and theory was ob-
served; students seemed to strive for consistency, and used the CAS on several occasions as a means of
checking their theoretical thinking." (Kieran und Drijvers 2000, S. 256).

Dabei liegen die verfolgten Ziele beim Verstehen, Nutzen und Interpretieren des Rechner-
Outputs. Im CAS kann derselbe Output auf verschiedene Arten erreicht werden, was Schiile-
rinnen und Schiiler zudem vertieft mit theoretischen Gesichtspunkten konfrontiert (Kieran
und Drijvers 2006, S. 235)"",

Unabhingig davon, wie ein Output erzeugt wurde, kann eine Lernchance entstehen,
wenn die tatsichliche Rechnerausgabe unerwartet oder zunichst unverstindlich fur die Ler-
nenden ist:

"[...] the fact that the available CAS techniques easily provide factored and expanded forms may have
contributed to the idea that common form meant simplified, basic form, which came down to factored

or expanded form [...]. This conflicted with the notion of common form as it was introduced in the
student materials." (Kieran und Drijvers 2000, S. 236)

Eine produktive Ankniipfung und Reflektion solcher kognitiven Konflikte hilft algebrai-
sche Strukturen zu verdeutlichen. (Kieran und Drijvers 2006, S. 254) °

Flexibel zwischen algebraischen Ausdriicken umformen und sie mit Verstand verglei-
chen zu kénnen, erfordert ,,Algebraic insight®, d.h. eine Einsicht in die inneren Zusammen-
hinge der Algebra, also einen ,,algebraischen Blick®. Dieser algebraische Blick ist eine zentra-
le innermathematische Kompetenz, die als Schliisselkomponente nicht nur fur die Algebra,
sondern auch fur alle weiteren mathematischen Themenbereiche der Schulmathematik essen-
ziell ist. Dieser algebraische Blick ist beim Arbeiten mit CAS ausgesprochen wichtig, was
empirisch bestitigt wurde:

"All of the students were adamant that use of CAS required what we call algebraic insight [...] and sev-
eral commented especially on the need to be able to move fluently between different forms of algebra-

ic expressions; a key component of algebraic insight." (Ball und Stacey 2005¢, S. 128) (vgl. Ball et al.
2003, S. 16; Drijvers 2004b, S. 16)1¢

Der Einfluss von CAS auf das Ausbilden des ,,algebraischen Blicks® erscheint mit fol-

genden Betrachtungen plausibel: Um die Aquivalenz eines Inputs und Outputs (2.B. wie in

14"The combination of different CAS techniques |[...] confronted the students with theoretical issues." (Kieran
und Drijvers 2000, S. 235)

15"The confrontation of their paper-and-pencil factoring with the factors produced by the CAS was intended to
encourage students to reflect upon their existing notions [...]." (Kieran und Drijvers 20006, S. 238-239)

"A second way in which CAS techniques were constitutive of theoretical advances for the students involved
their noticing in a CAS output a certain structure that they had not noticed in prior examples." (Kieran und
Drijvers 2006, S. 254)

16 "The ability to recognise equivalent forms of algebraic expressions [...] has been identified as a central part of

working with CAS, and one that is likely to take on new importance in future curricula." (Ball et al. 2003, S. 16)
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Abbildung 3) zu erkennen, ist weit mehr nétig als rein regelgeleitetes Arbeiten. Es erfordert,

flexibel Termstrukturen zu erkennen und miteinander in Beziehung zu setzen.

1.1 GRD AUTO REELL L

Abbildung 3: Numerischer Input ohne Befehl automatisch umgeformt

Das Erkennen von Verwandtschaften und Unterschieden zwischen verschiedenen ma-
thematischen Ausdriicken, auch wenn sie in verschiedenen Aufgabenfeldern genutzt werden,
kommt allein schon durch die geforderte symbolische Sprache des CAS zum Tragen
(Drijvers 2004b)"". Dieselben Befehle, dieselben Fingaben und der damit erzeugte, selbe
Output treten in unterschiedlichen Kontexten und den zugehdrigen mathematischen Prob-
lemen immer wieder auf. Eine Matrix beispielsweise kann bei Verflechtungsproblemen und
Ubergangsmatrizen einen Prozess reprisentieren, im geometrischen Kontext zur Beschrei-

bung einer Abbildung dienen oder auch zum Erzeugen von Punktfolgen genutzt werden.

Nicht nur Matrizen sondern auch andere algebraische Objekte wie Variablen, Parameter,
Terme, Gleichungen, aber auch Operationen werden in verschiedenen mathematischen
Themenbereichen und Aufgabenstellungen genutzt, bleiben aber bei der Eingabe im CAS ein
immer gleiches Element. So werden Querverbindungen geschaffen, dhnliche Strukturen ge-
nutzt, vor allem wenn diese algebraischen Objekte unter verschiedenen Aspekten auftreten.
Der wichtigste Aspekt ist beispielsweise bei einer Variablen, dass sie als Verindetliche, als
Platzhalter oder als feste allgemeine GroBle, mit der gerechnet wird, auftritt. Das Verankern
dieser Aspekte in Grundvorstellungen ist wichtig fiir die Entwicklung von konzeptuellem
Wissen und wird in der Mathematikdidaktik als wesentliche Grundlage eines souverinen
Umgangs mit algebraischen Objekten gefordert (Hefendehl-Hebeker 2008; Malle 1993). Je
nach Aufgabenstellung und mathematischer Prozedur tritt der eine oder andere Aspekt in

den Vordergrund.

Am Beispiel der Variablen ldsst sich dies gut erkliren. Zunichst ist es in CAS oft sinn-
voll, um Variablennamen zu dndern oder bereits eingegebene Terme zu nutzen, nicht nur
einzelne Zahlen sondern auch algebraische Ausdriicke zu ersetzen. Dann erscheint die Vari-

able nicht nur als Platzhalter fiir eine Zahl sondern auch als Platzhalter fiir einen symboli-

17"The CAS output, whether algebraic or graphical, invited a closer inspection of the formulas and expressions
involved [...]. Entering complex formulas required insight into the algebraic structure of the formulas and ex-
pressions." (Drijvers 2004b, S. 16)

"At all stages of their work, CAS users need to recognise simple equivalences quickly and confidently, so that

they are not derailed by the trivial but are alerted to the significant unexpected.”" (Ball et al. 2003, S. 16)
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schen Term (Drijvers 2003, S. 263)'"". Eine dabei entstehende Gleichung mit mehreren Vari-
ablen kann dann als Funktion betrachtet werden. Je nachdem, welche Variablen als Funkti-
onsvariablen und welche als Parameter genutzt werden, werden verschiedene Beziehungen

ausgedrickt.

Beim Umformen oder Auflésen der Gleichung in CAS werden Variablen unter dem As-
pekt des Rechenobjekts durch die Rechnung mitgezogen. Fir die Parameter kénnen in CAS
verschiedene Zahlen eingesetzt werden (Variable erscheint als Platzhalter) und die Werte der
,wverinderlichen® Funktionsvariablen kénnen im automatisch erstellten Koordinatensystem
gleich in mehreren Graphen erscheinen (vgl. Lehmann 2002). Die Variable witrd also in ganz

unterschiedlichen Grundvorstellungen genutzt.

Zur Entwicklung adiquater Grundvorstellungen ist es wichtig, moglichst viele verschie-
dene Grundvorstellungen eines Objektes einzubeziehen und nicht isoliert zu betrachten — ob
mit oder ohne CAS.

Wenn Termumformungen nur per Hand ohne Verstehen als reine Rezeptur durchge-
fihrt werden, geht es nur um einen Aspekt: die Variable als Rechenobjekt. Mit CAS kénnen
genauso wie beim Umgang mit Gleichungen mit mehreren Variablen weitere Grundvorstel-

lungen leichter einbezogen werden.

Bei der Arbeit mit CAS steht eine Fille von Operationen, nach mathematischen Berei-
chen sortiert, zur Verfiigung. Diese vorgegebene Vielfalt kann eine Bereicherung darstellen
und eine zu enge Fokussierung auf Verfahren, die man bereits kennt, verhindern. Dadurch
kann sich die Herangehensweise an mathematische Probleme mit CAS im Vergleich zu tradi-
tionellen Wegen verindern. Man wihlt eine Operation aus der Auflistung im CAS aus, die
dann ausgeschrieben und explizit etliutert auf dem Bildschirm erscheint. Besonders beim
Lernen neuer symbolischer Manipulationen kann dies unterstitzend auf die Entwicklung der
Vorstellungen von Schiilerinnen und Schiilern wirken (vgl. Lagrange 2003, S. 275; Zeller und
Barzel 2010).

CAS kann selbst als Unterrichtsgegenstand auftreten, wobei Schiilerinnen und Schiler
seine Eigenheiten sowie seine Grenzen erkunden und diese in Beziehung zu manuell durch-

gefiihrten Algorithmen setzen (Kieran und Drijvers 2006, S. 221)",

18 "On the other hand, [...] the substitution of an expression in the computer algebra environment can provoke
the development of its object aspect in the mental conception |...] and reinforce reification." (Drijvers 2003, S.
263)

19"...] some students find a challenge in exploring the 'borders' of the CAS capacities." (Kieran und Drijvers
2006, S. 221)
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4.2) Rechnerfreie Fertigkeiten sind auch beim CAS-

gestiitzten Unterricht zu erwerben

Aufgrund individueller Erfahrungen wird von Praktikern hiufig folgender Vorwurf an-
gefiithrt, den auch Laakmann 2008, S. 49 aufgreift: ,,Der Rechner tibernimmt einen zu groB3en
Teil der Losung. Die Lernenden bendtigen immer weniger (symbolische) Mathematik.
(Laakmann 2008, S. 49) Dass diese Gefahr besteht, wird in vielen Studien entkriftet.

Ein erstes Argument zur Entkriftung der Gefahrenargumentation steckt in der Be-
obachtung, dass CAS unmittelbar zum Aufbau von syntaktischen Fertigkeiten beitragen
kann. Dies geschieht nicht nur indirekt tber die im vorigen Abschnitt (4.1) angesprochene
Wechselbezichung zwischen prozeduralem und konzeptuellem Wissen. Vielmehr kann CAS
ganz direkt dabei unterstiitzen, syntaktische Prozeduren in ithrem Ablauf zu lernen. Regelge-
leitete Arbeiten kénnen mehr und mehr im Lernprozess teilweise an den Rechner abgegeben
werden. CAS-Ergebnisse konnen hindisch nachvollzogen sowie kontrolliert werden und
umgekehrt. Der Rechner wird dann im individuellen Zusammenspiel mit manueller Arbeit
genutzt. Dabei ist nicht nur das Wissen um den Umgang mit dem Gerit erforderlich sondern
ebenso mathematisches Wissen.

"There seems to be an interplay between the algebraic considerations of the students and the proce-

dural knowledge that can be left to the technological tool. A CAS might even provoke the develop-
ment of procedural skills." (Abdullah 2007, S. 15).

Die dabei entstehende Mischung von syntaktischen und technischen Fertigkeiten nennt

Artique ,instrumentales Wissen®:

"So they [the students] need to have built some instrumental knowledge, which is a complex mixture

of technological and mathematical knowledge." (Artigue 2004, S. 219) .

Ein weiteres Argument gegen das Verdringen rechnerfreier Tétigkeiten resultiert aus der

Schwerpunktverlagerung der algebraischen Titigkeiten:

"[...] the presence of technology does not eliminate symbolic manipulation from algebra, but it does
change it." (Kieran und Yerushalmy 2004, S. 142).

Wie im vorherigen Abschnitt (4.1) dargestellt, geht es um viele konzeptuelle Aspekte und
nicht mehr nur um eine reine Kalkulorientierung. Diese konzeptuellen Aspekte kénnen kog-

nitiv wesentlich anspruchsvoller sein als das manuelle Abarbeiten eines Algorithmus:

"[...] it remains true that the effective use of such tools usually requires greater mathematical under-

standing and concept development rather than less." (Arnold 2004, S. 18).

Neben diesen Wechselbeziehungen wird jedoch auch in vielen Studien die Bedeutung

der manuellen Fertigkeiten betont und gefordert, sie bewusst zu férdern:

"[...] CAS techniques should coexist with paper-and-pencil techniques in certain work and that class-

room discussion adds a conceptual dimension to the techniques." (Lagrange 2003, S. 274-275).

Die Verfiigbarkeit von CAS schlie(3t nicht aus, dass das Gerit in bestimmten Situationen

bewusst zur Seite gelegt wird:
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"CAS in hand held form allows instant access to CAS but most importantly teachers and students are
aware that there are times when they must SWITCH OFF!" (B6hm et al. 2004, S. 123)

Ein solcher Zeitpunkt kann zum Beispiel beim Untersuchen von vorgegebenen Strukturen oder bei

ersten Schritten von offenen Problemen liegen (Goldenberg 2003, S. 18)20.

Gewisse kalktlorientierte Fertigkeiten sollen auch manuell durchgefiihrt werden kénnen,
ob auf dem Papier oder im Kopf:
"Just as we need to make people aware that physical exercise is essential for physical fitness and health,

we need to make them aware that mental exercise - mental arithmetic and algebra - is essential for

mental wellness and fitness." (Fey et al. 2003, S. 93)

Zum Lernen solcher Fertigkeiten wurden im Projekt CALIMERO reine Kopfrechenpha-
sen in den Unterricht eingebunden (Ingelmann 2009). Dieser Ansatz erscheint strukturell
tberzeugend und seine Wirkung war bei den gemessenen Kompetenzen der untersuchten
Schilerinnen und Schiilern deutlich sichtbar. Allerdings kénnte er im Sinne einer umfassen-
den Sicherung von rechnerfreien Basiskompetenzen weiter ausgebaut werden. Kopfmathe-
matik und rechnerfreie Fertigkeiten dirfen nicht nur auf die arithmetischen Basiskompeten-
zen beschrankt bleiben, sondern miissen auch auf andere mathematischen Themenbereiche
(z.B. Funktionen, Algebra, Geometrie) ausgeweitet werden. Dazu stellen (Pinkernell und
Streit 2011) und (Weber 2010) systematische Kopfmathematik und Vorstellungsiibungen vor.

4.3) Die Nutzung mathematischer Sprache in der schriftli-

chen Kommunikation wird durch CAS angeregt

Kommunizieren in schriftlicher Form findet im Mathematikunterricht als Erstellen und
als Lesen von Dokumenten statt. Dies geschieht zum einen auf dem Papier, zum anderen im
Rechner oder in einem Dokument, das Papier- und Rechnerdarstellungen verbindet. Durch
die eigene Rechnersprache eines CAS wird verursacht, dass das schriftliche Kommunizieren
auf eine neue Ebene gehoben wird und reflektiert werden muss. In CAS werden symbolische
Formelsprachen verwendet, von denen der traditionellen Mathematik teilweise abweicht. In
verschiedenen Schritten des Arbeitsprozesses mussen Ausdriicke von der einen in die andere
Sprache iibersetzt werden. Bei diesen Ubersetzungsprozessen ist oft konzeptuelles Wissen
notig (vgl. Greefrath 2007, S. 58).

Ein Schilerdokument erfiillt zwei Funktionen: Zum einen hat es individuelle Bedeutung
und zum anderen eine soziale Bedeutung, denn Schreiben dient auch der Kommunikation.
Die individuelle Bedeutung besteht darin, wihrend des Losungsprozesses das eigene Kurz-

zeitgedichtnis zu vergrofern und das eigene Lernen damit zu unterstiitzen (Ball und Stacey

20 "The symbolic calculator can help perform the manipulations, but even that aid is of little value unless they
have figured out how to formulate the problem cleatly and know which patterns to seek, an understanding that

comes from studying the structures itself." (Goldenberg 2003, S. 18)
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2003, S. 290)*! oder spiter den Lésungsprozess nachvollziehen zu kénnen. In der individuel-
len Bedeutung muss das Geschriebene nur vom Schiiler oder der Schiilerin selbst wiederer-
kannt werden, es kann daher uneinheitliche und selbst entwickelte Notationen beinhalten.
Dazu sind also keine Richtlinien oder Vereinbarungen zur Notation erforderlich. Dies ist
anders bei der sozialen Funktion des Schreibens. Der Nutzen von Dokumenten liegt dabei
darin, die Kommunikation mathematischer Sachverhalte zu unterstitzen:

"The second purpose of a written record is to communicate how a problem has been solved. The

written record should give another person, or the same writer at a later time, enough information to

replicate the solution to verify its correctness, learn how to solve similar problems, or use the record

for assessment purposes.” (Ball und Stacey 2003, S. 290).

Das Dokument muss dann nicht nur fiir den Autor, sondern auch fiir einen anderen Leser
verstindlich sein. Deswegen macht es Sinn, sich auf Richtlinien beziiglich der Notation zu
einigen. Dies gilt erst recht, wenn das Schriftstiick fiir eine gréBere Offentlichkeit gedacht ist

oder wenn allgemeine mathematikhaltige Texte gelesen werden mussen.

Die traditionelle Sprache der Mathematik kann als lang entwickeltes Kulturgut angese-
hen werden und soll weiterhin von den Schiilerinnen und Schiilern gelernt werden. Sie ist fiir
das Verstehen mathematischer Texte unerlisslich und sollte vorerst weiterhin zur Kommuni-
kation genutzt werden:

"Yet, for the moment, we believe that standard written mathematics should be preferred." (Ball und
Stacey 2003, S. 296).

Bedienbarkeit und Darstellung im Rechner erfordern produktspezifische Formelsprachen,
welche sich teils von jener der konsolidierten Mathematik und ihren Konventionen unter-
scheiden. Mit vorgefertigten Bausteinen in CAS wird versucht, die tibliche traditionelle Spra-
che zu adaptieren, dennoch bestehen je nach Fabrikat Unterschiede. Die zukunftige Entwick-
lung wird absehbar durch eine Angleichung der Rechnersprache an die mathematische Nota-
tion bestimmt. So lange es der Mathematik selbst nicht abtriglich ist, kénnen sogar einzelne
Elemente der Rechnersprache in die klassische Sprache der Mathematik tibernommen wer-
den. Die Rechnersprache ist sowohl bei der Eingabe als auch bei der Interpretation der Aus-
gabe von groBer Bedeutung. Das heil3t, sie muss auch gelernt werden. Vor allem wenn neue
Operationen und Ausdriicke verwendet werden, kann sie undurchsichtig wirken: ,,[...] we
should be aware that talking in the language of the software could be problematic, especially
for students just beginning algebra.” (Zehavi und Mann 2003, S. 189). Dass sie allerdings
nicht nur zusitzlicher Ballast ist, sondern auch Lernmdglichkeiten bieten kann, wird bei der
Ubersetzung des Rechner-Outputs in die traditionelle Sprache deutlich. Die dazu benétigten

algebraischen Umformungen bekommen einen weiteren Sinn: Sie sind nétig um das Ergebnis

21 "The first purpose of a written record is to extend the capacity of short-term memory. As students work
through mathematical problems, they may need to jot down information to use later in the solution - paper is a

wonderful 'technology' for achieving this goal." (Ball und Stacey 2003, S. 290)
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den traditionellen Richtlinien anzupassen (Ball et al. 2003, S. 16)*. Zudem betont die Rech-
nersprache einzelne Aspekte von algebraischen Objekten deutlicher. Beim Lésen einer Glei-
chung beispielsweise muss im Rechner explizit dargestellt werden nach welcher Variable ge-
16st werden soll — dies wird in der traditionellen Notation nicht erwihnt (Ball et al. 2003, S.
21)*. Zum Lernen beider Sprachen kann ihr Bezug thematisiert werden, was zudem hilft,
Unterschiede zwischen ihnen zu erkennen (Ball und Stacey 2005b, S. 119, Heid 2003, S.
44)*", Die in einem solchen Lernprozess entstehenden Ldsungen miissen von den Schiilerin-

nen und Schiilern dokumentiert werden.

4.4) Technische Fertigkeiten konnen fachliche Ziele sinnvoll

erganzen

Viele Studien haben bestitigt, dass es notwendig ist, den Umgang mit Technologie ge-
zielt zu erlernen. Manche Aspekte der CAS-Bedienung stehen in Zusammenhang mit ma-
thematischen Titigkeiten, so beispielsweise Ubersetzungen zwischen Rechnersprache und
traditioneller mathematischer Sprache oder das Auswihlen von Befehlen. Die rein technische
Bedienung dagegen, der reflektierte Einsatz von Technologie und eine individuelle Arbeits-
weise lassen sich hingegen eher als Beitrag zu einer allgemeinen Medienkompetenz verstehen.
Der Erwerb einer allgemeinen Medienkompetenz ist wichtig, auch damit die rein technische
Bedienung von CAS zur einer selbstverstindlichen Nebensache wird und der Schwerpunkt
auf Mathematik gelegt werden kann (Lagrange 2003, S. 282)*. Um dies jedoch zu ermogli-
chen, muss den beobachteten Problemen bei der technischen Bedienung in Interventions-
und Feldstudien im Umgang mit CAS Aufmerksamkeit geschenkt werden (Bossé und Nand-
akumar 2004, S. 301-302; Leng 2003, S. 247)*.

22"[...] students need to be able to convert output into a standard form since CAS does not always present re-

sults in the manner which is conventional in a given educational setting." (Ball et al. 2003, S. 16)

23 "Targeting items to known CAS peculiarities may be useful e.g. changing the notation of the hand-written

vinculum for division to the one line calculator format using a division sign or negative power." (Ball et al. 2003,
8. 21)

24 "Here we see that some students wetre unsure of what was standard mathematical language and what was a
specific CAS word right until the examination." (Ball und Stacey 2005b, S. 119)

"Although CAS programs may provide templates for the form of the input, a student who uses the templates
may first be required to understand the meaning of the component mathematical entities |[...]." (Heid 2003, S.
44)

25 "Situations with a goal of using CAS efficiently [...] are more difficult to integrate into a curriculum because
they seem directed toward the instrument rather than toward mathematics. However, not teaching these tech-

niques increases obstacles in students' use of CAS." (Lagrange 2003, S. 282)

26 "[...] students are often unable to type an expression onto the screen without the Computer Algebra Systems
(CAS) performing automatic functions." (Bossé und Nandakumar 2004, S. 301-302);
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Versteckte Befehle, deren Formulierungen und Anforderungen an die Eingabe, sowie
undurchsichtige Menustrukturen oder unkonkrete Fehlermeldungen kénnen eine flexible
Nutzung des Rechners beeintrichtigen (Ball 2004, S. 28)”. Schiilerinnen und Schiiler berich-
ten, dass sie die umfassenden Moglichkeiten von CAS zwar erkennen, es ihnen aber schwer
fillt die Bedienung ohne Unterstltzung der Lehrperson zu lernen (Lagrange 2003, S. 271;
Leng 2003, S. 246)*. Weiter beklagen sie, dass solche Probleme zu wenig im Unterricht the-
matisiert werden und wiinschen sich explizit, dass mehr auf die Bedienung eingegangen wet-
den sollte (Weigand 20006, S. 100-101). Die rein technischen Aspekte der CAS-Nutzung stel-
len tatsdchlich einen zusitzlichen Unterrichtsinhalt dar, welcher nicht notwendig in direktem
Bezug zu mathematischen Titigkeiten steht (Lagrange 2003, S. 282)*. Um die CAS-
Bedienung im Unterricht stirker zu betonen, werden in der didaktischen Literatur verschie-
dene Ansitze vorgeschlagen. So kann in Aufgabenstellungen Bezug zum Einsatz des Rech-
ners und einzelnen Befehlen genommen werden. Bei offenen Aufgaben muss dabei allerdings
beachtet werden, dass die Wahl des Losungsweges nicht beeinflusst oder gar vorbestimmt
wird. Lagrange (2003) weist darauf hin, dass die Rechnerbedienung besonders in Reflektions-
phasen zu einem anregenden Diskussionsgegenstand werden kann®. Die Nutzung der von
den Herstellern angebotenen Anleitungen, wie Hilfen direkt in den Programmen, zusitzliche
Software (auch fir Handhelds) oder auch Bedienungshefte, kénnen auch fiir den auflerunter-

richtlichen Einsatz wichtig sein und angeboten werden (Ball und Stacey 2005c, S. 127)°".

"[...] previous studies (e.g. Drijvers, 2000) [...] report students' difficulty in learning to use a CAS calculator,
particularly without previous experience with graphing calculators." (Leng 2003, S. 247)

27 "One challenge in the project was having three different brands of CAS calculator as support material to help
teachers and students learn syntax had to be tailored to each brand of CAS." (Ball 2004, S. 28)

28"[...] techniques specific to the use of symbolic computation are necessary and useful, [...] these techniques are

not obvious to students, and [...] these techniques may be a topic for reflection." (Lagrange 2003, S. 271)

"Though only 16 (39.0%) of the students agreed or strongly agreed that the TI-92 was easy to use, and only 23
(56.1%) of them agreed or strongly agreed that they enjoy using the TI-92, 32 (78.0%) of the students agreed or
strongly agreed that they could learn to use the TI-92 on their own and that 35 (85.4%) of the students agreed
or strongly agreed that TT-92 syntax was easy to understand and remember." (Leng 2003, S. 246)

29 "Situations with a goal of using CAS efficiently [...] are more difficult to integrate into a curriculum because
they seem directed toward the instrument rather than toward mathematics. However, not teaching these tech-

niques increases obstacles in students' use of CAS." (Lagrange 2003, S. 282)

30 "[...] techniques specific to the use of symbolic computation are necessary and useful, [...] these techniques are

not obvious to students, and [...] these techniques may be a topic for reflection." (Lagrange 2003, S. 271)
31 - "teacher |[...] advised students on programs available to download onto calculators."

- "one student in [...] class found downloadable programs for the CAS and became the CAS expert in the class
[.]."

- learning "to use CAS through the teacher demonstrating procedures using the overhead projector [...]."

- "[...] CAS advice provided by the research team in a booklet provided to students and teachers." (Ball und
Stacey 2005c, S. 127)
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Im Gegensatz zu den Problemen bei der technischen Bedienung des Rechners stehen
die Schwierigkeiten beim Verwenden und Interpretieren der mathematischen Rechnersprache
oft in direktem Bezug zu mathematischen Inhalten (vgl. 4.3). Hier lassen sich die Fertigkeiten
beim Umgang mit dem Rechner und die mathematischen Kompetenzen nicht exakt trennen.
Dabher ist es sinnvoll, sie gemeinsam als ,instrumentales Wissen® zu beschreiben (Artigue
2004, S. 219). Der Erwerb solchen Wissens wird im Modell der ,instrumentalen Genese®
dargestellt (Drijvers und Trouche 2008). Unbekannte Objekte, wie ein Medium, einzelne
Anwendungen und deren Befehle oder eine mathematische Regel, erscheinen zunichst als
Artefakt. Von der Art einer Aufgabe und den bereits vorhandenen mentalen Schemata beein-
flusst, wird das Artefakt in einem Prozess zum Instrument. Beim Losen der Aufgabe kann
dieses Instrument sehr unterschiedlich genutzt werden, dadurch liuft der Prozess der In-
strumentation sehr individuell ab (Heid 2005, S. 348)*. Das Medium kann die Gedanken des
Nutzers leiten: Beim Modellieren mit CAS beispielsweise wird die Reprisentation in einem
groben Rahmen aus den Vorschligen des Mediums (den einzelnen Anwendungen) ausge-
wihlt und nicht selbst entwickelt. Umgekehrt entwickelt der Nutzer eines CAS eine personli-

che Art und Weise, das Medium zu gebrauchen, die seinen Anforderungen entspricht.

Drijvers arbeitet empirisch Bedingungen heraus, welche die instrumentale Genese for-
dern:

"Conditions that fostered the instrumentation of computer algebra were the congruence between CAS

technique, mental conception and paper-and-pencil technique [...]." (Drijvers 2004b, S. 19)

Papier und Stift sollen demnach als zusitzliches Instrument in die Arbeitsweise integriert
werden. Wenn es gelingt die Beziehung zwischen den erforderten Papier-und-Stift-
Fertigkeiten und der Nutzung von CAS zu erkennen (Kieran und Drijvers 2006, S. 205)”, so
konnen sich beide Medien erginzen: CAS bietet beispielsweise schnelle Verfiigbarkeit von
Umformungen; Papier und Stift ermdéglichen schnelles Festhalten von Gedanken (Ball und
Stacey 2003, S. 290)*. Als Kriterium fiir die Wahl des Mediums kann die Effizienz des Lo-
sungsweges stehen. Die eigenen Fihigkeiten und die des CAS einzuschitzen sowie in einem
optimalen Aufwand-Nutzen-Verhiltnis einzusetzen, wird damit stirker als Inhalt betont als

im rechnerfreien Mathematikunterricht. Dies kann gezielt in Aufgaben angeregt werden:

"[...] do it in the quickest or most efficient way possible. If that’s the calculator, then use the calcula-

- in another study: "[..] most learning about calculators occurred outside the classroom rather than through
teacher instruction." (Ball und Stacey 2005c, S. 127)

32 As the student develops facility with, and an understanding of, the capabilities of the technology, the technol-
ogy becomes an instrument that the student can tailor flexibly to specific needs. This development of a working

relationship between the user and the tool is call instrumental genesis."" (Heid 2005, S. 348)

33 "From the students' perspective, it is often not clear how the use of technological tools relates to the required
paper-and-pencil skills." (Kieran und Drijvers 2000, S. 205)

34 "The first purpose of a written record is to extend the capacity of short-term memory. As students work
through mathematical problems, they may need to jot down information to use later in the solution - paper is a

wonderful 'technology' for achieving this goal." (Ball und Stacey 2003, S. 290)
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tor, and if it’s not the calculator, then don’t use it." (Ball und Stacey 2005a, S. 6)

Die Wahl von Medien muss Schiilerinnen und Schiilern natiirlich frei stehen. Medien
sollen als eigenes Werkzeug zur Bearbeitung einer Aufgabe genutzt werden. Dazu ist es wich-
tig, dass ein Medium bei moglichst vielen Tiatigkeiten genutzt werden kann. CAS erfillt diese
Bedingung wesentlich stirker als Programme, die nur einzelne Bausteine zur Verfigung stel-
len. Im Gegensatz zur Integration von CAS als Werkzeug steht eine Einbindung von Medien
als Lernumgebungen. Dabei entscheidet der Lehrer, bei welchen Aufgaben ein Medium, wie
eingesetzt wird, sei es mit Vorschriften in der Aufgabenstellung oder mit vorgefertigten Da-
teien (vgl. Barzel 2004). Das Lernziel ist deutlich vorbestimmt und der Lerner folgt einem

vorgegebenen, nicht individuell gewihlten Weg.

4.5) CAS begiinstigt einen genetischen Aufbau der Unter-

richtsinhalte

Eine australische Studie einer Forschergruppe um Kaye Stacey an der University of Mel-
bourne hat einen hohen Zusammenhang ermittelt zwischen der Strukturierung des Unter-
richts und der Art des Einsatzes von CAS. Als zwei wesentliche Grundstrukturen von Unter-
richt lassen sich ein fachsystematischer Aufbau und der Aufbau nach dem Prinzip des geneti-
schen Lernens unterscheiden. Beim fachsystematischen Vorgehen wird der Lernstoff in sei-
ner fachlich systematischen Hierarchie dargeboten, was oft eine instruktive Vermittlung des
Lernstoffes, in kleine Einheiten untergliedert, bedingt. Komplexe Anwendungsprobleme
beispielsweise stehen dabei erst am Ende einer Einheit, wenn die benétigten Techniken und
Inhalte bereits gelernt wurden. CAS unterstiitzt diesen Weg beim Erlernen der syntaktischen
Fertigkeiten und spiter durch die Ubernahme dieser Fertigkeiten und die damit verbundene
Zeitersparnis. Beim genetischen Lernen werden mathematische Begriffe und Umformungen
selbst entwickelt, ausgelst durch realititsbezogene und Problemlésungsaufgaben zu Beginn
der Unterrichtseinheit. CAS wird dabei stirker zur Entwicklung des konzeptuellen Denkens

eingesetzt und findet im gesamten Lernprozess einen Platz.

Fiir beide Unterrichtsaufbauten kann ein Uberblick iiber die Fachsystematik zur Gliede-
rung der Inhalte genutzt werden. Beim genetischen Lernen werden die einzelnen Einheiten
dieser Struktur parallel entwickelt und immer weiter vertieft. Beim systematischen Lernen
wird die Struktur Einheit fiir Einheit abgearbeitet. Fur die elementare Analysis entsteht dabei
zum Beispiel folgendes Gertst (Abbildung 4).
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Abbildung 5: Mogliches fachsystematisches Gertist elementarer Analysis und Lernwege

In traditionellen didaktischen Ansitzen werden diese Einheiten oft in noch kleinere Be-
reiche zetlegt, welche dann sukzessive, dem fachsystematischen Gertst folgend, vermittelt
werden (in Abbildung 5 mit den lotrechten Pfeilen dargestellt). Zu einer solchen Unterrichts-
struktur passt das White-Box-Black-Box-Prinzip, nach dem der Einsatz eines CAS erst ,,ver-
dient” werden muss. Der Begriff Box bezieht sich dabei auf einen mathematischen Inhalt
(vel. Heugl et al. 1998) und nicht, wie oft verwirrend in diesem Zusammenhang gebraucht,
auf den Rechner. Erst wenn ein mathematischer Prozess transparent (white) ist, darf man ihn
automatisch vollzogen (black), nutzen. Kendal (2001) beobachtete, dass Lehrpersonen, die
auf Regellernen und manuelles Durchfiihren syntaktischer Prozesse Wert legen, meist dem
systematischen Aufbau folgen. Sie setzen CAS am Anfang einer Unterrichtseinheit wenig ein
und gestatten die Nutzung mehr und mehr — sie arbeiten sozusagen im Verlauf einer Unter-
richtseinheit zu CAS hin.”. Charakteristisch ist dabei die Uberzeugung der Lehrperson, erst
wenn manuelle Tatigkeiten routiniert ausgefihrt werden kénnen, dirfen sie von CAS tbet-
nommen werden (Ball und Stacey 2005c, S. 122; Kendal und Stacey 2001, S. 158)*. Der Wert

3 The teacher who stressed understanding moved away from using CAS, whilst the teacher who stressed rules,
adopted it more." (Kendal und Stacey 2001, S. 143)

36 "[..] in interviews some students suggested a preference to first perform procedures by-hand when learning
mathematics in order to understand how the calculator might be performing algorithms." (Ball und Stacey
2005¢, S. 122)

"Teacher B believed that symbolic routines carried out in a 'black box' did not assist understanding and insisted

that [...] students perform algebraic procedures by-hand." (Kendal und Stacey 2001, S. 158)
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von CAS liegt hier nur in der Zeitersparnis im fortgeschrittenen Lernprozess und nicht in der

Anregung von kognitiven Titigkeiten (Ball und Stacey 20054, S. 6)*".

In starkem Kontrast dazu steht ein genetischer Ansatz, bei dem CAS in einem Black-
Box-White-Box-Prinzip eingebunden wird. Syntaktische Arbeiten werden zunichst automa-
tisch durchgefithrt und genutzt. Im Anschluss werden beispielsweise die automatischen Um-
formungen untersucht. Dabei konnen manuelle Fertigkeiten nach und nach vom Rechner auf
das Papier verlagert werden. Fir die Lernenden entsteht die Méglichkeit, ein mathematisches
Konzept eigenstindig nach zu erfinden und zu entwickeln. Dabei wird von Aufgaben ausge-
gangen, deren Losung zu neuen mathematischen Ideen fihrt. Die weitgehend selbststindige
Genese eines mathematischen Begriffes bewirkt ein nachhaltiges Wissen (Wagenschein 1977;
Freudenthal 1973). Die Frage nach dem Sinn, beispielsweise einer neuen Ableitungsregel,
wird beantwortet, bevor sie iiberhaupt gestellt werden kann: ,,Die Regel ist notwendig, weil
wir sie gerade zur Losung eines Problems bendétigt haben®. Zudem kann dieser Zugang
gleich zu Beginn eines Lernprozesses, ungestért von syntaktischen Arbeiten einen Uberblick
Uber den gesamten inhaltlichen Bereich bieten (dargestellt mit den waagrechten Pfeilen in
Abbildung 5):

"We, who frequently champion the use of technology, point out that it can help students think the 'big'
thoughts before they have learned the language; the traditional language of the algebraic machinery,
among other factors, leaves them apparently unable to function mathematically." (Goldenberg 2003, S.
24)

Bei vielen individuellen Loésungen eines konkreten Problems werden zahlreiche Aspekte
angesprochen, Techniken genutzt, aber erst an spiterer Stelle im Lernprozess vertieft und
verallgemeinert:

"With technology, students can solve quadratic equations using technological factoring commands be-
fore they learn to factor those polynomials by hand, and they can find approximate solutions to quad-

ratic equations in the absence of the quadratic formula by producing calculator-generated graphs."
(Heid 2005, S. 347)

»We do not insist on the attitude that you must be fluent in a technique before you apply it.“ (Challis
und Gretton 2002, S. 156)

"Introductory algebra students can [...] learn to use and interpret the results of symbolic manipulation
in their reasoning and problem solving without having learned to perform those symbolic manipula-
tion procedures by hand." (Heid und Blume 2008b, S. 92).

Diesen Aussagen und Erkenntnissen zufolge kann CAS in hohem Maf3e den genetischen
Zugang unterstiitzen. Die Integration von CAS steht am Anfang des Lernprozesses und der
Erwerb syntaktischer Fertigkeiten mit Papier und Stift erfolgt an spiterer Stelle, auch wenn
das vielen Lehrpersonen, die einen fachsystematischen Unterrichtsaufbau gewohnt sind, zu-

nachst widerstrebt:

37"...] she followed what is called a ‘white box-black box’ approach, teaching new procedures first by pencil

and paper and then later with technology." (Ball und Stacey 2005a, S. 6)
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"Many teachers insist that students learn to do algebraic work with paper-and-pencil first and only later
use CAS — and then simply to verify the paper-and-pencil work. However, we found that the students’
paper-and-pencil technical work actually benefited from the interaction with CAS. The CAS provided
insights that transferred to their paper-and-pencil algebraic work and enhanced their learning." (Kieran
und Damboise 2007, S. 111)

Schon bei der ersten Bertihrung mit einem mathematischen Bereich kénnen unbekannte
symbolische Umformungen ausprobiert und ihre Wirkungen beobachtet werden. Dies kann
eine umfangreiche Reorganisation der Inhalte zur Folge haben, denn:

"Gerade durch den Einsatz eines CAS koénnen fundamentale Fragen und Prinzipien der Mathematik

wieder schirfer gesehen und unterrichtet werden. Die Inhalte werden von kinstlichen, schulischen
Einschrinkungen befteit und so erneuert." (Heuf3 2006, S. 50)

CAS erscheint bei diesem Ansatz zunichst als ,,black-box*, was bedeutet, dass es vet-
wendet wird, ohne dass die dahinterliegende Mathematik des automatisch durchgefithrten
Befehls bereits transparent ist. Wenn sie allerdings im fortschreitenden Lernprozess verinner-
licht wird, so wird CAS nach und nach durchsichtig und zur ,white-box* (Ball und Stacey
2005a; Heid und Blume 2008b; McCallum 2003; Ozgiin-Koca 2010).

Im Gegensatz zu traditionellen didaktischen Ansidtzen fihrt dieser Weg in einem ma-
thematischen Prozess zur Fachsystematik hin. Sie wird nach und nach erarbeitet und nicht
bereits zu Beginn als fertiges Produkt dargestellt. Im black-box-white-box-Ansatz gleicht die
Arbeitsweise der Schilerinnen und Schiler der Arbeitsweise der Naturwissenschaften. Pha-
nomene, wie Funktionen und deren Ableitungen, werden erforscht: zuerst beobachtet, dann
beschrieben und letztendlich erklirt (Ingelmann 2009, S. 45)*,

4.6) Die Integration offener Aufgaben in den Unterricht wird
durch CAS unterstiitzt

Offene Aufgaben werden im Mathematikunterricht oft durch realititsbezogene Aufga-
ben und Problemldseaufgaben umgesetzt. Charakteristisch fir das Losen solcher Aufgaben
sind nicht kalktlorientiertes Arbeiten, sondern Titigkeiten wie Modellieren und Experimen-
tieren. CAS beeinflusst einzelne Schritte dieser Lésungsprozesse und ermdglicht es, syntakti-
sche Arbeiten automatisch durchzufihren, was einen selbststindigen Lernprozess unter-
stitzt. Selbststindiges Lernen gibt Lehrpersonen eine neue Rolle: Sie begleiten ihre Schiile-
rinnen und Schiller beim individuellen Lernen, fiihren sie aber nicht so stark wie im Frontal-

unterricht:

"The teacher has the duty to accompany and direct individual students on the voyage of discovery

38 "Der experimentelle Umgang mit einem Computeralgebrasystem kehrt in mancher Hinsicht klassische Un-
terrichtsverfahren um, die Methodik gleicht mehr der Methodik in den Naturwissenschaften, wo Phinomene
zuerst beobachtet werden und dann erst beschrieben und erklirt werden. Dies ist eher der Arbeitsstil eines
forschenden Mathematikers (Westphal, 1997, S. 102)." (nach Ingelmann 2009, S. 45)
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through the world of mathematics." (Kutzler 2003, S. 70)

Wenn die Lernenden neben der Lehrperson noch CAS als zweiten ,,Experten befragen
konnen, so entlastet dies alle Akteure im Klassenraum und férdert die Integration von offe-
nen Aufgaben. Wie dieser zweite ,,Experte™ unterstiitzen kann, wird im Folgenden darge-

stellt.

Realititsbezogene Probleme koénnen in mathematischen Modellen, beispielsweise in
Form einer Gleichung, eines Graphen oder einer Tabelle, beschrieben werden. Der gesamte
Losungsprozess wird im Modellierungskreislauf, welcher auch mehrmals durchlaufen werden
kann, veranschaulicht (Abbildung 6) (vgl. Blum und Leif3 2005).

1 Konstruieren/

3 Verstehen

Reales Modell/
Math. Modell/ 2 Vereinfachen/
Probl
OProblem Strukturieren

1 2 3 Mathematisieren
| Re.al- Zﬁlmﬁ Situations- . 4 Mathematisch
situation = modell arbeiten

6 5 Interpretieren
Reale ] (] Math. 6 Validieren
Resultate \_/ Resultate 7 Darlegen
5
Rest der Welt Mathematik

Abbildung 6: Modellierungskreislauf

CAS kann die in der Abbildung 6 mit 3 und 4 gekennzeichneten Schritte beeinflussen,
was sich mit den Ergebnissen von (Weigand und Bichler 2009) deckt:

"Wenn der Rechner eingesetzt wird, dann vor allem zu Beginn und bei der Problemlésung weniger da-
gegen zur Kontrolle." (Weigand und Bichler 2009, S. 2).

Beim Mathematisieren (Schritt 3) steht die Auswahl eines geeigneten Modells im Vor-
dergrund. Wird der Rechner hierbei eingesetzt, so wird zunichst eine Reprisentation, also
eine Anwendung des Rechners ausgewihlt. Damit ist festgelegt, ob mit einem symbolischen
oder numerischen Ausdruck, einem Graphen oder einer Tabelle gearbeitet wird (Doerr und
Pratt 2008, S. 265ff.) oder sogar Verkniipfungen beider genutzt werden. Als Nichstes wird
versucht, ein konkretes mathematisches Modell in diesem Rahmen zu entwickeln. Schritt 3
kann also in zwei Teile getrennt werden: die Auswahl der Reprisentation und die Entwick-

lung des konkreten Modells im Rahmen dieser Reprisentation. Schritt 4 (mathematisch arbei-
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ten) verandert sich mit CAS dahin gehend, dass keine mathematischen Operationen durchge-
fihrt werden, sondern der CAS-Output gepriift wird. Einerseits muss bei der Bearbeitung
mit CAS von der Realitit in die Mathematik und weiter in den Rechner tbersetzt werden.
Damit erfordert

"Die Bearbeitung realititsnaher Aufgaben mit einem Computeralgebrasystem [...] zwei Ubersetzungs-
prozesse." (Greefrath 2007, S. 57)

statt nur einen. Andererseits ermdoglicht vor allem die Unterstiitzung bei Schritt 4 eine direkte
Konzentration auf den Zusammenhang zwischen dem mathematischen Modell und dem

mathematischen Resultat, was fiir das Modellieren ausgesprochen wichtig ist.

Werden realitidtsbezogene Aufgaben oder Problemldsungsaufgaben konstruiert, so spielt
die Auswahl geeigneter Zahlen eine wichtige Rolle. Mit CAS sind hier weniger Grenzen ge-
setzt (Drijvers 2003, S. 241)”, denn es ist mdglich, auch besonders ausgefallene, hohe und
realistische Zahlen zu verwenden, da sie ohnehin automatisch verarbeitet werden konnen. In
beiden Aufgabenarten eréffnet CAS damit die Méglichkeit, dass auch von Schilerinnen und
Schilern, ohne grofie Konzentration auf die Zahlenwahl, gegenseitig Aufgaben gestellt wer-
den konnen. Bei realititsbezogenen Aufgaben mit CAS-Integration (oft als Optimierungs-
probleme gestellt) (Lagrange 2003, S. 278)* bedeutet dies, dass die Verwendung tatsichlich
realistischer, ungeschonter Daten stirkeren Realitdtsbezug mit sich bringt (Kendal und Stacey
2001, S. 144; Kutzler 2003, S. 59)*. Mit entsprechendem Zubehér kénnen sogar direkt
Messdaten aufgenommen werden (z.B. Temperatur, Entfernung, Spannung usw.) (Masalski
2005, S. 1)*.

Beim innermathematischen Problemldsen konnen extrem grof3e oder kleine Zahlenbei-

spiele untersucht werden. Mathematische Experimente, beispielsweise beim Umformen sym-

3 "This technological device [meant is the introduction of CAS] began to open new horizons that had previous-
ly been inaccessible and provided opportunities for exploring mathematical situations. In this way, the tool

facilitated students' investigations and discoveries." (Drijvers 2003, S. 241)

40 "[...] problems of optimization are popular because students can work on optimization problems using precal-
culus concepts. The graphic and numerical facilities of calculators are excellent supports to encourage students

to consider multiple approaches to these problems." (Lagrange 2003, S. 278)

41 "Computer algebra systems may change many methods of problem solving from being methods 'in principle'

to bring methods 'in practice'. " (Kendal und Stacey 2001, S. 144)

"[...] CAS can be used to help students tackle problems that are more complex and more realistic [...]." (Kutzler
2003, S. 59)

42 "Calculators, computer software tools, and other technologies assist in the collection, recording, organization,
and analysis of data. The also enhance computational power and provide convenient, accurate, and dynamic
drawing, graphing, and computational tools. With such devices, students can extend the range and quality of

their mathematical investigations and encounter mathematical ideas in more realistic settings." (Masalski 2005, S.

D
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bolischer Ausdriicke, missen jetzt nicht mehr im Kopf, sondern kénnen in CAS vollzogen
werden. Schilerinnen und Schiiler werden dann mit einer Vielzahl von algebraischen Aus-
driicken konfrontiert, die sie nicht mehr selbst Schritt fiir Schritt erstellen mussen, sondern
sie werden vom Beispielgenerator CAS erzeugt:

"Working with CAS, students are faced with a lot of algebraic expressions they don't have produced

by themselves, step by step, and they have to make sense of these." (Artigue 2004, S. 218).
CAS nimmt die Rolle eines mathematischen Labors ein, in welchem Strategien des innerma-
thematischen Experimentierens zum Tragen kommen:

"[...] students can turn thought experiments into actual experiments, building a laboratory in which

they can conduct investigations, explore conjectures, and look for patterns." (Cuoco und Levasseur

2003, S. 99)

4.7) CAS erhoht die Anzahl individueller Lésungswege und

unterstreicht deren Zusammenhang

Greefrath (2007) charakterisiert Aufgaben zum Themenfeld Funktionen mit CAS-

Integration folgendermallen:
- CAS-Aufgaben sind weniger kleinschrittig.
- Es ist keine Funktionsgleichung vorgegeben.
- Es ist kein Koordinatensystem vorgegeben.

- Es sind keine Zwischenergebnisse angegeben.

- Die CAS-Aufgabe ist offener formuliert." (Greefrath 2007, S. 506)

Die aufgezeigten Aspekte haften dem CAS-Einsatz nicht per se an, sie lassen sich aller-
dings damit einfacher hervorheben, denn CAS unterstiitzt das Losen von offenen Aufgaben.
Numerische Ansitze (z.B. mithilfe der Tabelle), symbolische Herangehensweisen (wie bei
Gleichungen) und grafische Ansitze (wie beim Graph) kénnen bei freier Wahl des Mediums
sowohl von Hand, als auch technologiegestiitzt angewendet werden. Damit ergeben sich
theoretisch doppelt so viele Ansatzmdoglichkeiten. Losungswege bei offenen Aufgaben kon-
nen Kombinationen aus verschiedenen Ansitzen enthalten und fallen unter CAS-Zugriff
vielfiltiger aus (Laakmann 2008 #94: 45}*. Somit kann es jedem Lernenden erméglicht
werden seine individuellen Stirken zu nutzen und zu zeigen:

"We should learn to identify those components of meaningful learning environments for algebra that

allow everybody to demonstrate their strengths." (Yerushalmy 2000, S. 385).

43 "[...] wo Losungswege [bisher| frei gewihlt werden kénnen, legen sich die Lernenden mit der Wahl des Pro-
gramms fest auf einen symbolischen, graphischen oder numerischen Ansatz. Mit den neuen MRP ist dies nicht
mehr notig. Die Aufgaben, sofern sie denn offen genug gestellt werden, kénnen auf verschiedenen Wegen an-
gegangen werden und bei auftretenden Schwierigkeiten ist ein Wechsel in eine andere Reprisentationsform
direkt méglich." (Laakmann 2008, S. 45)
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CAS erlaubt es symbolische Zuginge teilweise durch numerische zu ersetzen, beispiels-
weise durch Berechnen mehrerer numerischer Ergebnisse anstatt durch Analysieren eines
symbolischen Ausdruckes (Heid und Blume 2008b, S. 95)*. Einerseits erméglicht dies die
Entwicklung weiterer Losungsstrategien und eine symbolische Reprisentation kann auf
Grundlage anderer entwickelt werden:

“Our aim is that the subject will not be seen as solely symbolic. We make the need for symbolic ex-

pression of the ideas emerge from the varied approach.” (Challis und Gretton 2002, S. 162)

Andererseits ist eine ausgewogene Verwendung mehrerer Reprisentationen wichtig, deren
Wahl nicht nur auf individuellen Vorlieben beruht.
"Jede [Reprisentation] fur sich stellt einen oder mehrere Aspekte der Linearen Funktionen besonders

heraus, doch erst alle Reprisentationen zusammen ergeben den gesamten Gehalt des Begriffs Lineare
Funktion.” (Laakmann 2008, S. 44)

Dies kann direkt auch auf Inhalte der Schulmathematik vor allem in der Oberstufe iibertra-
gen werden. Die individuelle Wahl einer Reprisentation (z.B. in Schritt 3 beim Modellieren)
kann durch das verfigbare Medium gelenkt werden (Zeller und Barzel 2010). Stehen bei-
spielsweise symbolische Umformungen nicht automatisch zur Verfigung, so fillt die Ent-
scheidung seltener auf den symbolischen Zugang. Als Folge davon werden die Motivation,
eine bestimmte Reprisentation zu verwenden und die damit verbundene objektive Bewer-

tung der einzelnen Reprisentationen auch vom Medium beeinflusst.

Durch die dynamische Verlinkung verschiedener Anwendungen in CAS wird angeregt,
zwischen verschiedenen Reprisentationen zu wechseln. An welcher Stelle im Losungsweg,
welche Reprisentation eingesetzt wird, muss nicht von Beginn der Bearbeitung an geplant
sein. Vielmehr entwickelt sich der Losungsprozess nach und nach. Am Ende sollte allerdings
nicht nur das Ergebnis gepriift, sondern auch der Losungsweg bewertend reflektiert werden
(Ball und Stacey 2003, S. 293)”. Ein Vergleich verschiedener Lésungen kann als Grundlage
fir eine zusitzliche Lésung unter Einbezug aller Wege fithren. In CAS kann dafiir ein Do-
kument mit graphischen, numerischen und symbolischen Reprisentationen erstellt werden.
Sind diese untereinander verkntipft, so konnen Zusammenhinge zwischen den Darstellungen

erforscht und verdeutlicht werden.

4 "While symbolic processors provide the opportunity to build a more robust understanding of mathematical
phenomena, when coupled with other representations they also provide ways for students to circumvent work
with symbols." (Heid und Blume 2008b, S. 95)

4 "Because planning in mathematical problem solving does not occur in one step at the beginning of a solution
but occurs opportunistically throughout in response to emerging findings (Hayes-Roth and Hayes-Roth 1979),
we do not suggest that students write their plan at the start. Instead, they should look over their completed
work and verify that the plan is clear." (Ball und Stacey 2003, S. 293)
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4.8) Lehrer- und schiilerzentrierte Unterrichtsmethoden er-

scheinen mit CAS in einem neuem Licht

Verschiedene Studien haben gezeigt, dass Lehrer erst selbst mit CAS vertraut werden
mussen, bevor sie sich auf das Lernen ihrer Schulerinnen und Schiler konzentrieren konnen
(Zbiek und Hollebrands 2008, S. 292)*. Besonders in selbststindigen Arbeitsphasen be-
kommen Lehrer die Moglichkeit, sich auf individuelle Lernschwierigkeiten der Schiilerinnen
und Schiiler zu konzentrieren und Fehlvorstellungen bei der Arbeit mit CAS zu erkennen
(Heid und Blume 2008c, S. 428, Edwards 2003, S. 119)". Die aktuelle Lehrergeneration selbst
hat jedoch Mathematik ohne CAS gelernt und kann daher weniger Parallelen in eigenen
Lernwegen wahrnehmen (McCallum 2003, S. 82)*. Sie miissen daher den Wert von CAS erst
selbst ertkennen, erfahren und zu dem Schluss kommen, dass man Schilerinnen und Schuler
,niemals zu viel Macht“ in die Hand legen kann:

"We begin to appreciate the possibility that you can never put 'too much power' in the hands of learn-
ers." (Arnold 2004, S. 17).

Wenn die Lehrperson nun vor der Herausforderung steht, offene Aufgaben zu integrie-
ren und ihren Schulerinnen und Schilern selbststindiges Arbeiten zu ermdglichen, dann
missen viele Aspekte der methodischen Gestaltung des Unterrichts neu tiberdacht werden.
Diese Anderungen stehen in starkem Zusammenhang zu den inhaltlichen Anderungen des

Mathematikunterrichts durch CAS und weniger in direktem Bezug zu CAS:

"Unterricht verdndert sich nicht durch die Existenz von 'guten' Aufgaben, wie sie evtl. in einigen Auf-
gabensammlungen aneinandergereiht sein mégen. Unterrichtsentwicklung ist eine dauerhafte Aufgabe

von Lehrerinnen und Lehrern, die nur vor Ort geleistet werden kann." (Pallack 2007b, S. 46)

"A substantial set of comments were about adopting a more investigative or constructivist approach to
their teaching, or using technology more widely in both CAS and non-CAS classes. A few teachers said

that they had been reflecting more on their teaching practices." (Neill 2009, S. 17)

4 "Findings from several research studies (Beaudin und Bowers 1997; Tharp et al. 1997; Wiske und Houde
1993) suggest there may exist stages through which teachers pass or a level of comfort and familiarity with the

technology and curriculum before they are able to focus on students and what they are learning." (Zbick und
Hollebrands 2008, S. 292)

47"[...] technology allows us to attend to or refine our thinking about students' mathematical thinking (Clements

et al., 2008) and 'the computer acts as a window on students' understandings and construction of meaning'
(Hollebrands et al., 2008, p. 190)." (Heid und Blume 2008c, S. 428)

"[...] CAS-based investigations encourage teachers to reexamine student misconceptions regarding algebraic
symbolism. At the same time, CAS-based investigations provide instructors with possible teaching remedies for
these misconceptions." (Edwards 2003, S. 119)

4 "We find ourselves wandering into unknow territory. Those of us brought up in the pre-CAS era have diffi-
culty in imagining how students can develop the ability to recognize that x+7/x=a can be transformed into a

quadratic equation if they have not spent many hours working paper-and-pencil exercises." (McCallum 2003, S.
82)
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Neill (2009) bekam von Lehrerinnen und Lehrern, die bei seinen Feldstudien teilnah-

men, Hinweise darauf, dass CAS zum Uberdenken dieser Anderungen anregen kann.

Bei selbststindigem Lernen werden von Schilerinnen und Schtlern oft informelle Ge-
spriche gefiihrt, die allerdings fiir das Lernen von Mathematik gewinnbringend sein kénnen
(Barzel 2006b, S. 322; Ball und Stacey 2005c, S. 127)”. CAS regt solche Gespriche an, da der
unterschiedliche individuelle Umgang mit CAS dabei gut ausgetauscht werden kann. Lehre-
rinnen und Lehrer kénnen nicht kontrollieren oder korrigieren, was dabei besprochen wird,

dennoch missen sie solche Gespriche zulassen.

Die Aufgabe der Lehrperson verschiebt sich jedoch nicht nur bei selbststindigem Arbei-
ten, sondern auch in Frontalphasen. Hier muss es verstirkt darum gehen, Klassendiskussio-
nen wirklich schiilerzentriert zu fithren (Ozgiin-Koca 2010, S. 52)*. Dabei stellen Schiilerin-
nen und Schiller die Fragen selbst und sie werden auch von Schiilerinnen und Schiilern be-
antwortet. Die Lehrperson moderiert diese Gespriache und versucht individuelle Losungen
und Antworten auf einen Konsens zu bringen (Aldon 2010, S. 1)°". Der Verlauf solcher Ge-
sprache kann im Vorhinein nicht genau geplant werden und die Lehrperson muss im Unter-

richt flexibel reagieren.

In der Planung werden die Auswahl von Aufgaben und die dabei intendierten kognitiven
Anregungen wichtiger. Diese Aspekte konnen dann beispielsweise in einer Lernwerkstatt
umgesetzt werden (Aldon 2010, S. 733)*. Inhaltlich werden nicht nur mathematische Inhalte
reflektiert, sondern auch der Umgang mit Technologie. Zur Verbindung dieser beiden Punk-
te in Diskussionen kénnen mit Beamern oder Overheadprojektionsgeriten Rechnerbild-

schirme dargestellt werden als Grundlage und zur Visualisierung der Gespriche (Edwards
2003, S. 132)™.

Als weitere neue Herausforderung, sowohl fiir die Planung als auch fiir die Durchfiih-

rung, steht das Finden einer zeitlichen Balance zwischen Rechnereinsatz und Phasen ohne

49 informelles Reden tiber Mathematik wird als sehr wichtig empfunden® (Barzel 2000b, S. 322)

"Interviewees also confirmed that peer networks, within and across classes, were important for sharing technical
information about using CAS." (Ball und Stacey 2005c, S. 127)

50 "Whole class/ group discussion was one of the instructional methods that was suggested to be used when
CAS is utilized (Edwards 2003; Drijvers 2004a; Kieran 2007; Lagrange 2007)." (Ozgiin-Koca 2010, S. 52)

51 "The teacher orchestrates the mathematical situation within the dynamic environment of the class such that
the targeted result of the learning process, viewed as a fixed point, becomes close to the set of intentions." (Al-
don 2010, S. 733)

52"[...] outside the class, the teacher has didactical intentions, and plans lessons searching and organizing re-

sources in order to arrange the students’ milieu." (Aldon 2010, S. 733)

53 "When used to project calculator-generated solutions onto an overhead screen, the CAS is particularly helpful

in encouraging classroom discourse." (Edwards 2003, S. 132)
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Medium bzw. bewusst mit anderen Medien (Ozgiin-Koca 2010, S. 52; Lagrange 2003, S.
278)**. Challis (2002) gibt in diesem Zusammenhang zu bedenken, dass CAS nicht dazu fith-
ren darf, dass es zu einem Ubergewicht an Symbolischem kommen darf und dass deshalb

auch andere Medien es wert sind, gezielt integriert zu werden (Challis und Gretton 2002, S.
162).

4 "Some of the difficulties about implementing CAS reported by teachers were the time devoted for develop-
ment of instructional materials and getting accustomed to the CAS (Lumb et al. 2000). Therefore, in-class and
out-of-class time management for teachers could become an issue when CAS is involved." (Ozgiin-Koca 2010
S.52)

>

"For the teacher, the challenge was thus to manage the time and to establish a balance between handling expres-

sions in the calculator and conducting a mathematically productive discussion." (Lagrange 2003, S. 278)
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5) Einfliisse von CAS auf die Leistungsmessung

5.1) Bislang kaum verinderte Aufgabenstellungen in CAS-

Priifungen, aber erh6hte Vielfalt der Losungsstrategien

Roger Brown (University of Bath, UK), ,,research manager® fir Mathematik beim Inter-
nationalen Baccalaureate, berichtet im Rahmen einer Vergleichsstudie, dass sich die Aufgaben
bei einem CAS-gestiitzten Abitur nur wenig von einem CAS-freien Abitur unterscheiden”,
dass sich jedoch die Vielfalt an Lésungsstrategien erhoht:

"This [study] will use a framework developed by the author to investigate the role that the CAS plays
within the CAS assumed examinations, some comparison will be made with identical non-CAS
graphics calculator assumed examinations. The results reveal surprisingly little difference in the types

of questions used; however, the CAS greatly enhances the range of solution strategies available to stu-
dents." (Brown 2003, S. 155)

Auch Weigand (2000) stellt fest, dass ,,die tiberwiegende Mehrzahl der Aufgaben in glei-
cher Weise auch dann gestellt werden kdénnten, wenn in den Prifungen kein TC [Taschen-
computer] erlaubt gewesen wire® (Weigand 2006, S. 102). Einen méglichen Grund daftr
sieht Weigand (2000) in der Tatsache, dass CAS hiufig noch nicht im Abitur und damit auch
nicht in der Sekundarstufe II zugelassen sind (Weigand 20006, S. 107). Pallack (2007) nennt
einen weiteren Grund dafur, dass das Potenzial der CAS-Funktionalitit in Klausur- und Pri-
fungsaufgaben nicht zum Tragen kommt: Generell unterscheiden sich Aufgaben in Unter-
richt und Prifung vor allem durch den Grad der Offenheit und die zur Lésung notwendige
Kreativitit. In Klausuren werden v.a. Aufgaben gewihlt, die ,,einigermallen objektiv auswert-
bar sind“ (Pallack 2007a, S. 92). Wahrscheinlich haben sich genau aus diesem Grund ,,Struk-
tur und Typen der Fragen gegentiber den friheren CAS-freien Prufungen [...] nicht wesent-
lich verdnder[t]” (Weigand 20006, S. 92; siche auch Brown 2003).

Wie Brown betont auch Weigand (2006), dass durch den CAS-Einsatz den Schillerinnen
und Schiilern eine gréBere Vielfalt an Losungsstrategien ermdoglicht wird, wodurch sich fiir
die Schiilerinnen und Schiiler der Vorteil ergibt, Lésungsstrategien individuell auswihlen zu
dirfen (Weigand 20006, S. 92). Bauer (2006) meint sogar in diesem Zusammenhang, dass sich
beim Nutzen von CAS in Prifungen im Prinzip nicht viel an den Aufgaben selbst dndern
muss, da der ErschlieBungsprozess derselbe ist. Eine Frage muss zunichst verstanden wer-

den, damit sie bearbeitet werden kann, unabhingig davon ob sie nun mit oder ohne CAS-

55 Hierbei muss betont werden, dass unter CAS-frei hier ein Abitur mit grafikfihigen Taschenrechnern zu ver-

stehen ist, einem Standard, der schon lange fiir das Internationale Baccalaureate gilt.
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Einsatz gestellt wird. Nur dann kann man wissen, welche Eingabe im Rechner nétig ist. Und

nur dann kann man das Ergebnis richtig interpretieren und einordnen.

5.2) Neue Aufgabenformate um zusitzliche Kompetenzen zu

tiberpriifen

Auch wenn Bauers Feststellung einerseits richtig ist, so wird man mit dieser Haltung je-
doch den verinderten Prifungsanforderungen bei einem verdnderten Unterricht nicht voll-
ends gerecht. Viele der in Kapitel 4 beschrieben neuen Akzente bei den Schillerkompetenzen
bleiben in der Prifung beim Verharren auf traditionellen Aufgaben unberiicksichtigt. Vor
allem das verstirkte Einbeziehen im Bereich des Modellierens und Problemlésens wird bei
cher traditionell geprigten Aufgaben nicht Uberprift. Auch im Rahmen des australischen
CAS-CAT Projekts wird gefordert, dass sich Aufgabenformate und -anforderungen im Laufe
der Zeit dndern missen, um sich den neuen unterrichtlichen Anforderungen anzupassen.
Neill benennt explizit, dass die Schwerpunktverschiebung im Anforderungsbereich der Auf-
gaben im Unterricht auch ein Uberdenken der Priifungsaufgaben nach sich ziehen muss. Ziel
muss es sein, Schilerinnen und Schilern witrklich Uber ihr mathematisches Verstindnis zu
priifen und nicht iiber die Fihigkeit, Antworten aus dem Rechner zu erlangen.”” (Neill 2009,
S. 25).

Pallack konkretisiert die méglichen Verinderungen von Prifungsaufgaben als Anpas-
sung an die verinderte Unterrichtskultur. Als Unterschiede zwischen CAS- und Non-CAS-
Aufgaben fir Prifungen nennt er eine hohere Komplexitit, héhere sprachliche Anforderun-
gen, den Vergleich von mehreren alternativen Zugingen bzw. Modellierungen und der An-

forderung, das Medium adiquat einzusetzen. (Pallack 2007a, S. 92)

Der erhohte sprachliche Anteil wird vor allem durch das Einbeziehen der Interpretation
und Reflexion von Ergebnissen in einem Kontext ausgeldst. (Weigand 2006, S. 104). Im
CAS-CAT-Projekt wurden Schwierigkeiten durch verstirkte Schiileraufschriebe bei Pri-
fungsaufgaben herausgestellt. Die Schilerinnen und Schiiler vermischen oft den mathemati-
schen Formalismus und Rechnersprache und schreiben z.B. auch in den Losungen von EX-
PAND oder SOLVE. (Ball und Stacey 2005b, 2003). Hier muss gezielt Transparenz fiir alle
Beteiligten geschaffen werden, welche Art von Sprache in schriftlichen Prifungen erwartet

wird und welche erlaubt ist.

% ,[O]hne Verstindnis und ohne Elinsicht in die Fragestellung [sind bei der Beatbeitung von Aufgaben] keine
Erfolge moglich. (Bauer und Tschacher 2006, S. 12)

57 It is clear that assessment questions need to be of a different type, especially in high-stakes summative as-
sessments [...]. This is to ensure that the students are being assessed on their mathematical understanding, and

not just their ability to obtain answers from the technology.” (Neill 2009, S. 25)
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5.3) CAS erhoht die sprachlichen Anteile in den Lésungen

Diese neuen Kompetenzbereiche sollten fir Prufungen insofern erschlossen werden,
dass sie alte Prafungsbereiche ersetzen. Beispielsweise werden einfache Kalkilumformungen
nicht mehr mit Punkten belohnt, wenn CAS eingesetzt wird. Auch Zwischenschritte werden
seltener bewertet, da bestimmte symbolische Umformungen mit CAS trivial werden (Ball und
Stacey 2005b, S. 114). Des Weiteren konnen Zwischenschritte weniger zuverldssig bewertet
werden, wenn durch CAS zahlreiche Loésungswege moglich und nur schwer tberschaubar
sind (Ball und Stacey 2003, S. 297). Sowohl Erhéhung des sprachlichen Anteils als auch die
vermehrte Vielfalt der Losungsstrategien macht die Korrektur schwieriger (Weigand 2006, S.
107). Fur alle Beteiligten sollte die Bewertung dennoch méglichst objektiv und transparent
sein, z.B. sollte klar sein, welche Zwischenschritte Punkte erhalten, welche nicht, was wichtig
ist und was nicht. Brown (2003) gibt hier die konkrete Empfehlung, bereits in der Fragestel-
lung deutlich zu machen, ob der Fokus der Aufgabe auf der Losung oder dem Ldsungspro-
zess liegt, um so Transparenz gerade fiir die Schulerinnen und Schiler zu erreichen (Brown
2003, S. 178-179) und die Unsicherheiten fir Lehrpersonen sowohl bei der Erstellung von
Prafungsaufgaben als auch bei der Bewertung der Lésungen zu verringern (Bichler 2007, S.
101).

In jedem Fall steigt mit der Komplexitit der zu uberprifenden Anforderungen auch die
Komplexitit der Korrektur (Bradford et al. 2009, S. 93). Es ist eben nicht mehr so leicht fest-
zulegen, welche Antwort als richtig gilt, wie z.B. eine Antwort in Schillersprache, die nicht die
Anforderungen an mathematisch korrekte Notation erfiillt, zu bewerten ist (Bradford et al.
2009, S. 93)*.

Ein Aspekt der erhéhten Komplexitit liegt auch in der neu hinzugefiigten Medienkompe-
tenz. Ein Medium entsprechend der Aufgabenstellung und dem eigenen Lsungsansatz pas-
send zu wihlen und adiquat einzusetzen, wird vielfach genannt (Brown 2003, S. 178; Pallack

2007a, S. 92) und als wichtiges neues Merkmal fiir Pritfungssituationen betont.

5.4) CAS regt zu neuen Priifungsformaten an

Es scheint Ubereinstimmung zu herrschen, dass sich mit diesen verinderten Kompeten-
zen auch die dulleren Formate der Priifungen dndern sollen. Dass der CAS-Einsatz im Unter-
richt notwendigerweise mit einem Einsatz in Prufungen verbunden ist, ist fur alle eine ein-
deutige Folgerung. In der bayrischen M*-Studie wird dies auch von den Lehrkriften explizit

hervorgehoben: ,,Dies zeigt, dass mit Abstand die meisten Projektlehrkrifte die Integration

8 "A perennial problem in computer-aided assessment is that 'a right answet', pedagogically speaking, is not the
same thing as 'a mathematically correct expression', as verified by a computer algebra system, or indeed other

techniques such as random evaluation." (Bradford et al. 2009, S. 93)
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des TC in Prifungen als unerlisslich ansehen [...] (Bichler 2007, S. 99). Auch der wichtigste
Grund fir diese Folgerung wird hier auf den Punkt gebracht:

,» Verbietet man grundsitzlich den Einsatz des Taschencomputers in Priifungen, so verringert sich sei-

ne Akzeptanz auf Lehrer- wie Schiilerseite bis zum Nichteinsatz der Systeme.* (Bichler 2007, S. 99)

Ebenso ubereinstimmend wird aber auch konstatiert, dass es erklirtes Ziel ist, trotz des
Rechnereinsatzes bewusst darauf zu achten, dass auch Fertigkeiten im Kopf und mit Papier
zu fordern sind. So sollen z.B. die ,,mit dem Rechner entwickelte[n] Fihigkeiten — z.B. das
Interpretieren von Funktionsgraphen — auch ohne Rechner zur Verfligung stehen (Weigand
2000, S. 102). Deshalb wird vielfach ein rechnerfreier Teil bei schriftlichen Priifungen gefor-

dert. ”

Wichtig erscheint auch die Anregung, dass es bewusst auch andere Prifungsformen ge-
ben muss. So lieBe sich in mindlichen Priifungen oder Projektreferaten stirker die Kompe-
tenz widerspiegeln, Mathematik addquat zu beschreiben, zu prisentieren und fiir die eigenen
Wege zu argumentieren, als dies mit einer alleinigen schriftlichen Priifung moglich ist:

"Learning to communicate mathematics must have a different emphasis in the cutriculum." (Thomas
et al. 2004, S. 172)
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6) Gelingensbedingungen und Empfehlungen als

Kristallisation der Erkenntnisse

Studien und die daraus folgenden Erkenntnisse zeigen, dass es sinnvoll ist, Computeral-
gebra-Systeme in die Schule zu integrieren, da CAS ein Katalysator flr einen kompetenzori-
entierten, schuleraktivierenden und verstehensorientierten Unterricht sein kann. CAS dient
als Unterstiitzer der momentanen Bildungsziele und etleichtert deren Umsetzung. Dabei ist
unbedingt zu beachten, dass CAS kein Selbstldufer ist, sondern es bestimmter Rahmenbedin-

gungen bedarf, damit der Nutzen des CAS-Einsatzes zum Tragen kommen kann.

Die Integration von CAS hat eine besondere Bedeutung, wenn man den aktuellen For-
derungen nach Medienintegration und -kompetenz gerecht werden und zur allgemeinen Me-
dienintegration in der Schule hinfithren will. Medien in die Schule zu integrieren, ist notwen-
dig, der momentanen Zeit entsprechend und wohl nicht aufhaltbar. Héchstwahrscheinlich
wird sie einen Héhepunkt mit der Einfihrung von Laptops oder immer kleiner werdenden
Handhelds, dhnlich den Entwicklungen in den Kommunikationsmedien fir alle Facher, er-

reichen, auch wenn dies fiir den Bildungsbereich noch mehrere Jahre dauern wird.

Dennoch ist momentan zumindest fiir den naturwissenschaftlichen Bereich der Schule
mit den immer ausgereifteren Taschenrechnern eine geeignete Technologie auf dem Markt,
die man leicht fiir alle Schiilerinnen und Schiiler sowohl im Unterricht als auch im auflerun-
terrichtlichen Bereich stindig verfiigbar machen kann. Die leichte Verfiigbarkeit ist eine
wichtige didaktische Forderung hinsichtlich des Umgangs mit Medien, so dass der Mathema-
tikunterricht einen wichtigen Beitrag bei der allgemeinen Entwicklung von Medienkompe-

tenz leisten kann.

Handhelds sind der Nutzung digitaler Medien in fest installierten PC-Rdumen vorzuzie-
hen, da nur dann die stindige Verfligbarkeit fiir alle Lernenden auch auflerhalb des Unter-
richts gesichert ist. Zudem ist mit Handhelds auch der Wechsel zu rechnerfreien Phasen
beim Arbeiten schneller und unproblematischer zu realisieren, weil die dulere Dominanz
eines Rechners leicht ,,bei Seite” gelegt werden kann. Das hat vor allem fiir die Organisation
im Rahmen einer Schule und wihrend der Priifungen Vorteile. Die fehlende Infrarot- oder
Funkschnittstelle an den derzeit gingigen Taschenrechnermodellen mag altmodisch erschei-
nen, ist aber fir die Prifungssituation von groBem Vorteil. Hier bleibt zu hoffen, dass die
technische Entwicklung auch weiterhin nach piddagogisch sinnvollen Kriterien vollzogen

wird.

Erfreulich ist, dass der Entwicklungsprozess im Mathematikunterricht international
durch viele Aktivititen wissenschaftlich und empirisch begleitet wurde und wird. Feldversu-
che und Interventionsstudien scheinen jedoch nicht zu gentigen, um flichendeckende, verall-
gemeinernde Aussagen zu treffen. Stattdessen konnten Langzeitstudien oder grof3 angelegte
Studien mit zahlreichen Schilerinnen und Schiilern sowie Lehrern helfen, die Medienintegra-

tion zu erleichtern und fiir das Lernen zu optimieren.
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6.1) Gelingensbedingungen

Die folgenden Gelingensbedingungen stellen Erkenntnisse aus den vorangegangenen
Kapiteln dar. Sie werden zunichst kurz benannt, um in einem weiteren Schritt in Detailemp-

fehlungen konkretisiert zu werden.
CAS sollte verpflichtend im Curriculum eingebunden sein

Die Méglichkeiten von CAS werden nur dann flichendeckend zum Tragen kommen,
wenn der Einsatz auch verbindlich und klar vorgeschrieben ist. Parallel dazu muss die Ent-
wicklung neuer Unterrichtsmaterialien und —konzepte weiter voranschreiten, um den aktuel-

len Anforderungen gemil3 der Bildungsstandards gerecht zu werden.
CAS sollte verbindlich im Abitur verankert sein

Eine verbindliche Vorgabe von CAS im Curriculum zieht eine Integration von CAS in
Priifungen unmittelbar nach sich (Bichler 2007, S. 99)*. Das schriftliche Abitur sollte aus
zwei Teilen bestehen - einem rechnerfreien und einem rechnerverpflichtenden Teil. Zudem
sollten neue Prifungsformate bedacht werden, damit sich die verdnderten Anforderungen im

Unterricht auch in den Uberpriifungen widerspiegeln.
Lehrerbildung muss gestirkt werden als Motor der Verinderung

Lehrerinnen und Lehrer missen vorbereitet sein auf die kiinftigen Verinderungen. Die
Akzentverschiebung von einem eher kalkiilorientierten Unterricht hin zu einem Unterricht
mit gleichzeitigem inhalts- wie prozessbezogenen Fokus geschieht nicht allein durch den
CAS-Einsatz, sondern bedarf vor allem einer neuen inhaltlichen und methodischen Gestal-
tung von Unterricht. Dabei spielt die Lehrkraft die Schlisselrolle. Deshalb ist eine angemes-

sene Lehreraus- und fortbildung von entscheidender Bedeutung.
Netzwerke fiir Eltern, Lehrer und Schiiler aufbauen und stirken

Die unterrichtlichen Verinderungen mussen als gemeinsame Aufgabe aller daran Betei-
ligten aufgefasst werden. Deshalb sollte ein Netzwerk entstehen: zunichst fir die Lehrkrifte
als kontinuierliche Begleitung und Moglichkeit des Austauschs, aber auch ein Netzwerk fur
Eltern sowie Schulerinnen und Schiler, um den Sinn und die Chancen der Verdnderungen
transparent werden zu lassen. So konnte eine Website mit Foren fir Eltern (Informationen
und Hintergriinde), Lehrer (passwortgeschiitzt fir Material und Erfahrungsaustausch) sowie
Schiler (Applets und Infos zur technischen Bedienung) ein Instrument zur Information und

zum Austausch werden.
Strukturelle Rahmenbedingungen kliren

Es miissen fir alle Beteiligten die strukturellen Rahmenbedingungen transparent sein,

z.B. beztglich Finanzierung und Organisation von Handhelds oder von Lizenzen.

%0 "Verbietet man grundsitzlich den Einsatz des Taschencomputers in Prifungen, so verringert sich seine Ak-

zeptanz auf Lehrer- wie Schiilerseite bis zum Nichteinsatz der Systeme." (Bichler 2007, S. 99)
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6.2) Konkrete Empfehlungen

6.2.1) Zum Curriculum

In einer Metastudie von Heid (Heid 2003) wurde festgestellt, dass CAS dann den maxi-
malen Einfluss auf das Lernen der Schilerinnen und Schiiler austibt, wenn es auch eine zent-
rale Rolle im Curriculum spielt’’. Deshalb ist es zwingend notwendig, dass CAS im Curricu-
lum fest verankert ist. Dabei ist es wichtig, dass im Curriculum auch die aktuellen Forderun-
gen einer Akzentverschiebung von kalkilhaftem Lernen hin zu einem stirkerem Einbezug
prozessualer Kompetenzen, also einer verstirkten Integration von Kompetenzen wie Model-
lieren und Problemlésen, dargelegt werden®. Im Curriculum sollte verbindlich festgeschrie-
ben werden, welchen Beitrag der Mathematikunterricht zur Entwicklung der allgemeinen

Medienkompetenz leisten muss.

Die Verankerung von CAS im Curriculum kann in zwei Stufen geschehen werden. Da
CAS potenziell den groBten Einfluss im Bereich der Oberstufenmathematik ausiibt, sollte es
zundchst in der Oberstufe (evtl. als erste Stufe) fest vorgegeben sein. In einer zweiten Stufe
sollte jedoch ein friherer CAS-Einsatz aufgebaut werden. Zu befiirworten ist der Einsatz
bereits ab Jahrgang 8, also mit dem Beginn der Funktionenlehre und der Algebra, da CAS
hier auch einen positiven Einfluss auf das Lernen hat (vgl. Kap. 4.1, siche auch Pierce et al.
2009%). CAS schon in der Sekundarstufe 1 einzusetzen, hitte den groBen Vorteil fiir die
Oberstufe, dass das Medium den Schiulerinnen und Schiilern bereits vertraut ist und dadurch

mehr Raum fir das inhaltliche Lernen bleibt.

Anzustreben ist der Einsatz von CAS im Verbund mit Tabellenkalkulation und Dynami-
scher Geometriesoftware, die mittlerweile vernetzt in einem Programm erhiltlich sind, z.B.
bei TTI Nspire CAS oder bei ClassPad 330 (vgl. Kap. 2). Neben der Verbindung von TK,
DGS und CAS wird die Handheld-Version dieser Vernetzung empfohlen, da der Rechner
den Schiilerinnen und Schiiler so immer - auch zuhause — sicher verfiigbar und die Organisa-
tion an der Schule leichter umsetzbar ist. Zudem steht der Rechner damit nicht duf3etlich im

Mittelpunkt.

61 "[...] CAS have the greatest impact on student learning when they assume a central role in the mathematics
curriculum." (Heid 2003, S. 35)

02 "Instead of modifying the system so that it does not merely give the answer, we could modify the curriculum
so that equation-solving is no longer the focus of the course. In most introductory courses, relatively little time
is spent on word problems and practical applications; this new course would reverse the trend. (Nunes-Harwitt,
2004/2005, p. 160)." (Heid und Blume 2008b, S. 63)

03 "[...] for schools that have good access to CAS technologies and teachers who are already familiar with their
use [...], CAS can support skill development and contribute to deeper learning in the middle years of secondary

school and is therefore to be recommended." (Pietce et al. 2009, S. 1170)
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Wenn der Einsatz von CAS sowohl fir den Mathematikunterricht verbindlich als auch
im Curriculum festgeschrieben ist, muss der Einsatz auch im Abitur verpflichtend sein, da die

Akzeptanz sonst nicht gewihrleistet wire (Bichler 2007, S. 99).

6.2.2)  Zu Priifungen

Wird der CAS-Einsatz fiir Prifungen verpflichtend eingefithrt, miissen auch gezielte Un-
terstutzungsangebote fur diejenigen Gruppen in Aussicht gestellt werden, die die Aufgaben
erstellen. In Prifungen ist es sinnvoll, verschiedene Aufgabenformate einzubeziehen. Brown

(2003) schldgt dabet vor, dass es Aufgaben geben sollte,
*  bei denen CAS benétigt wird,
*  bei denen CAS optional eingesetzt werden kann,
e bei denen es egal ist, ob sie mit oder ohne CAS gelost werden und
*  bei denen CAS ausgeschlossen ist, also rechnerfreie Aufgaben (Brown 2003, S. 156).
Die Umstellung der Prifungsarbeiten sollte dabei schrittweise erfolgen:

"Die [...] Anderung der Aufgabenkultur kann in zentralen Priifungen in mehreren Schritten erfolgen
[-..]- So werden zunichst cher traditionelle Aufgaben mittels Operatorenlisten an die Verwendung von
Taschencomputern angepasst. Danach werden schrittweise mehr Anwendungsaufgaben gestellt und im

dritten Schritt beginnt man mit der Stellung offener Aufgaben." (Heinrich 2007, S. 88)

In Thiringen ist dieser Prozess bereits gestartet und sollte gezielt weiter verfolgt wer-
den. Vor allem die Ideen zur Trennung der schriftlichen Priifungen in einen rechnerver-
pflichtenden und einen rechnerfreiem Teil (wie bereits in der sogenannten thiiringischen ,,0-

HiMi-Handreichung*** konkretisiert) sollten weiter verfolgt werden.

Als Leitlinien fir die inhaltliche Gestaltung von veridnderten Aufgabenformaten, die
besser die im Unterricht erworbenen Kompetenzen erfassen, kénnen zum Beispiel die Anre-
gungen von (Pallack 2008:) dienen. Um eine angemessene Balance zwischen Aufgaben hoher
und niedriger kognitiver Komplexitit bei Klausur- und Priifungsaufgaben zu erreichen, nutzt
Pallack in Anlehnung an (Dekker 2007) als Orientierung ein Pyramidenmodell mit drei Ebe-
nen. Diese drei Ebenen sollten nicht hierarchisch zueinander, sondern in Prifungen in an-
gemessenem Umfang (z.B. 3 zu 2 zu 1) berticksichtigt werden:

¢ Die unterste Ebene (Reproduktion) beinhaltet die Wiedergabe von Fakten, die Anwendung von Stan-

dardalgorithmen sowie technische Fertigkeiten.

%4 Diese Handreichung wurde thiringischen Lehrpersonen zur Verfiigung gestellt und soll bei der Gestaltung

von Aufgaben fiir einen Klausurteil ,,ohne Hilfsmittel” unterstitzen.
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¢ Die zweite Ebene erfordert das Herstellen von Zusammenhingen, wobei dazu mehrere Argumentati-
onsschritte notwendig sein sollten, sowie das Lésen von Problemen, bei denen verschiedenste Strate-

gien notwendig sind.

¢ Die dritte Ebene (Begriinden) bezieht sich auf komplexere Gegenstinde wie mathematisches Denken
und Begriinden, Kommunikation, Reflexion, das Entwickeln eigener Modelle und das Verallgemei-
nern. (Pallack 2008:, S. 54)

Auch wenn diese Ebenen an die Anforderungsbereiche der EPA erinnern, so ist hier ein
entscheidender Unterschied zu sehen, der ein Umdenken erfordert: Aufgaben der dritten
Ebene sind nicht notwendig schwierig. Pallack (2008) konkretisiert diese Vorschlige an kon-
kreten Prafungsbeispielen und gibt damit eine gute Orientierung fiir Entwickler von objektiv

auswertbaren Priifungsaufgaben.

Anregungen zur Gestaltung von Prifungen und konkrete Aufgabenbeispielen, die den
Mehrwert, den CAS im Lernprozess spielt, auch in der Klausur aufnimmt, hat auch eine
bundesweite Arbeitsgruppe im Rahmen des von der KMK empfohlenen Lehrerfortbildungs-
projektes T? (Teachers Teaching with Technology) erarbeitet. Das dabei entstandene interne

Atbeitspapier kann sicherlich zur Verfiigung gestellt werden®.

Besonders in Bezug auf die Prifungen kann dartiber debattiert werden, wie sinnvoll die
Aufnahme und Integration alternativer Formen der Leistungserhebung fir den zukinftigen
Mathematikunterricht ist. Da die Kommunikation mit CAS stark geférdert und gefordert
wird (vgl. Kapitel 5), bieten sich beispielsweise Prisentationen zu offenen Problemstellungen
oder umfassenden Themen als zusitzliches Format neben Klausur und miindlicher Prifung

an.

6.2.3)  Zur Lehrerbildung

»CAS kann bei der Realisierung der aktuellen Forderungen an den Mathematikunterricht seinen Bei-

trag leisten, aber niemals einen guten Mathematiklehrer ersetzen. (Burkhardt 2003, S. 23)

Die einzelne Lehrperson spielt die Schlisselrolle bei einer unterrichtlichen Verinde-
rung.” Deshalb ist eine angemessene Lehreraus- und -fortbildung als Vorbereitung auf die
Schwerpunktverschiebung im Lernprozess dringend notwendig, damit die Akzentverschie-

bung vom Regellernen hin zur bewussten Auswahl mathematischer Verfahren, zur Musterer-

% Arbeitspapier der T3>-Themengruppe »Zentralabitur mit CAS“ (Stand: 29.12.2007). Kontakt:
www.t3deutschland.de

% "In general, students who begin their CAS experience with a positive or less sceptical view of learning math-
ematics with technology may eventually conclude that technology is not a panacea. In our students' opinions,
we, their teachers, continue to be the most significant factor in maintaining or improving their attitudes." (Zbiek
2003, S. 201)

"[...] interaction with a teacher was necessary for meaningful learning to take place. Neither the technology nor

children's own explorations were sufficient for conceptual learning [...]." (Olive und Lobato 2008, S. 44)
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kennung sowie zu Interpretationen von Ergebnissen und Anwendungen in realen Sachkon-
texten gelingen kann. Diese Akzentverschiebung findet nicht nur auf der inhaltlichen Ebene

statt, sondern zieht eine weitere auf struktureller und methodischer Ebene nach sich.

Fortbildungen sollten deshalb eine Mischung darstellen zwischen der Vermittlung der
technischen Bedienung eines CAS, der verinderten Aufgabenkultur und einer verdnderten
Unterrichtsorganisation (methodische Gestaltung des Unterrichts). Dabei spielt auch der

Austausch zwischen den Lehrern eine gro3e Rolle”’.

In einer Fortbildung sollte auf Folgendes eingegangen werden:

* Die ausfiihrliche Ersteinfiihrung in die Rechnerbedienung sollte bewusst und ausrei-
chend vollzogen werden, damit Lehrpersonen zumindest ein Produkt intensiv ken-
nenlernen. Die Ubertragung auf andere vergleichbare Produkte ist wegen der hiufig
dhnlichen Meniifithrung in der Regel leicht méglich. Im giinstigsten Fall sollten CAS
und auch die anderen relevanten Medien (TK, DGS) bereits in die Ausbildung inte-
griert sein. Daneben sollten aber auch weitere Unterstiitzungssysteme bei der techni-
schen Einfithrung in die Rechnerbedienung aufgebaut werden, damit die Unterrichts-
zeit bei der technischen Vermittlung durch Lehrerinnen und Lehrer minimiert wer-
den kann® . Dazu gehoren Hilfeprogramme zur Bedienung des Rechners im Internet
oder als Software auch fur Handhelds, das bewusste Einbeziehen der Schilerinnen
und Schiiler beim Vermitteln von Rechnerkenntnissen im Sinne eines Lernens durch

Lehren, da Schuler oft technisch viel versierter und schneller sind.

* Im Rahmen von Fortbildungen sollten neue Aufgabenformate vorgestellt werden, die
verstirkt das Modellieren und Problemlésen férdern und weniger kalkilorientiert
sind, sich daftir aber stirker auf das Interpretieren und Anwenden von Ergebnissen

konzentrieren.

* [.] Forderung an die Aufgabenstellung: Die Aufgaben sollten so beschaffen sein,
dass sie auch in die symbolische Mathematik hineinfihren.” (Laakmann 2008, S. 49)
Das bedeutet, dass auch stoffdidaktische Elemente in die Fortbildung einbezogen

werden, um z.B. im Bereich Algebra verstirkt darauf vorzubereiten, die verschiede-

67 "Transition from a traditional mathematics classroom to one where technology is used as an integral part of
teaching requires teachers to be prepared to change and to make a commitment to learning to use the technolo-

gy in an effective manner." (Pierce und Ball 2009, S. 315)

"[...] interaction with a teacher was necessary for meaningful learning to take place. Neither the technology nor

children's own explorations were sufficient for conceptual learning [...]." (Olive und Lobato 2008, S. 44)

8 - "teacher |[..] advised students on programs available to download onto calculators."
- "one student in [...] class found downloadable programs for the CAS and beame the CAS expert in the class
[..]."- learning "to use CAS through the teacher demonstrating procedures using the overhead projector [...]J."
- "[...] CAS advice provided by the research team in a booklet provided to students and teachers."
- in another study: "[..] most learning about calculators occurred outside the classroom rather than through

teacher instruction." (Ball und Stacey 2005c, S. 127)
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nen Aspekte und Vorstellungen zu Variablen und algebraischen Ausdriicken zu er-
kennen und gezielt zu férdern. Da dies bisher in der traditionellen Ausbildung wenig
vermittelt wurde, es andererseits aber hilft, den Sinn von Algebra zu vermitteln und
algebraische Fertigkeiten verstehensorientiert zu lehren, ist dies immens wichtig. Da-
zu sollten in der Fortbildung exemplarische Aufgabenformate und ebenso Schiiletls-
sungen sowie mogliche unterrichtliche Realisationen vorgestellt, analysiert und disku-

tiert werden.®’

* Die Notwendigkeit der unterrichtlichen Realisation von rechnerfreien Phasen im Un-
terricht sollte aufgezeigt werden, um rechnerfreie Kompetenzen gezielt zu férdern.
Zum Beispiel sollten dazu Phasen von Kopfmathematik bewusst und systematisch
einbezogen werden, um die rechnerfreien Fertigkeiten zu entwickeln und zu vertie-
fen. Dies sollte keineswegs nur auf , Kopfrechnen® reduziert bleiben, sondern sich
auch auf alle Bereiche der Mathematik beziehen. (Pinkernell und Streit 2011) und
(Weber 2010) zeigen hier gute Wege auf, wie Kopfmathematik und Vorstellungst-
bungen nicht nur fir die Arithmetik, sondern auch fir die Algebra, Geometrie und
Analysis eine gute Basis bieten, rechnerfreie Basiskompetenzen und Vorstellungen zu

intensivieren.

* Auf moégliche Probleme beim Unterrichten mit CAS sollte bewusst vorbereitet wer-
den und aufgezeigt werden, wie man adiquat darauf reagieren und sie insbesondere
als Lernchance nutzen kann (Drijvers 2002, S. 227-228) . Dazu gehoren z.B.:

o die Schwierigkeit der Entscheidung, ob CAS genutzt werden soll oder nicht,

o das oft schwierige Wechselspiel zwischen Rechnerarbeit und Papier-und-
Bleistift,

o Schwierigkeiten beim Verstehen des Rechnerergebnisses (z.B. weil der Rech-
ner viele Schritte ,,iberspringt®) (Bossé und Nandakumar 2004, S. 302),

o Schwierigkeiten beim Verstehen von Fehlermeldungen.

* Im Idealfall erleben Lehrpersonen und zukinftige Lehrerinnen und Lehrer den Wert
des CAS beim eigenen Mathematiklernen. Deshalb sollten in der Fortbildung auch
immer interessante mathematische Aufgaben integriert sein, die den Spal3 an der Ma-

thematik zusammen mit dem Wert des CAS erleben lassen.

* Zusammen mit den Lehrerinnen und Lehrern muss ein Bewusstsein geschaffen wer-

den fur die entstehende Problematik bei der schriftlichen Kommunikation, wenn

0 "We believe that an appropriate strategy for identifying conceptual understanding of algebra is to look for
tasks that would promote explanations both with and without the use of technology." (Kieran und Yerushalmy
2004, S. 144)

56



CAS eingesetzt werden.” Lehrerinnen und Lehrer miissen fiir sich selbst und damit
fir die Schiilerinnen und Schiiler Klarheit gewinnen, wie genau schriftliche Doku-
mente im Unterricht verfasst sein mussen, inwiefern Rechnersprache integriert sein
kann oder nicht. Wichtig sind dabei zwei Aspekte: Fiir den Lernprozess muss es mog-
lich sein, dass Schiilerinnen und Schiiler zu Beginn beim spontanen Aufschreiben fiir
sich selbst eine Mischung aus eigener Sprache, Rechnersprache und mathematischer
Sprache verwenden kénnen. Die konsolidierte mathematische Notation steht am En-
de des Lernprozesses und sollte trotz Rechnersprache vermittelt werden. Bei allem
sollten sowohl digitale oder als auch Papierdokumente oder Mischformen zugelassen
werden — denn auch hier sollten Schillerinnen und Schiiler lernen ,,medienkompe-

tent* zu arbeiten.

* Die Fortbildungen sollte die Vorbereitung auf schriftliche Priifungen und deren Kor-
rektur beinhalten: ,,[Es bestehen] groB3e Unsicherheiten sowohl bei der Erstellung
von Prifungsaufgaben als auch bei der Bewertung der Lésungen.” (Bichler 2007, S.
101) Die Frage der Art der Dokumentation ist insbesondere fur schriftliche Examina
von groBer Bedeutung. Auch sind organisatorische Fragen beim Einsatz von CAS-
Taschencomputern in Klausuren und im Abitur zu regeln: z.B. Muss der Rechner vor
Klausuren einem Reset unterzogen werden? (Langlotz et al. 2007, S. 85) Wie wird das
gleichzeitige Erfragen von rechnerfreien und rechnerintegrierten Klausurteilen gere-
gelt? In der Vorbereitung darauf muss auch geklirt werden, welche Zwischenschritte

. . . . 71
in die Dokumentation aufgenommen werden miissen’ .

* Neue Prifungsformate sollten ebenfalls Inhalt von Fortbildung sein und gemeinsam

mit Lehrpersonen entwickelt sowie konkretisiert werden.

Wichtig bei jeglicher Fortbildung ist, dass die eigenen Einstellungen der Lehrerinnen und
Lehrer zum Lernen und Lehren mit iberdacht und reflektiert werden. Nur wenn die einzelne
Lehrkraft iiber den eigenen Unterrichtsstil bewusst nachdenkt, kann er verindert werden'.
Dazu ist es bedeutsam, dass es in der Fortbildung nicht nur um die Bedienung des Rechners
und um Aufgaben als zentrale Bausteine im Mathematikunterricht geht, sondern dass auch

mogliche Schillerreaktionen oder Lésungsbeispiele von Schulerinnen und Schiilern einbezo-

70 "...] as experience of CAS syntax and the differences between brands grew during the year, they became more

aware that students needed explicit guidance about what calculator language was acceptable in written work."
(Ball und Stacey 2005b, S. 119)

"Learning to communicate mathematics must have a different emphasis in the curriculum." (Thomas et al. 2004,
8. 172)

71"[...] when many solution paths are available for a given problem, an unspecified intermediate result may not
arise [...]. This need for greater explicitness by assessors is now widely recognized in the literature on adapting
examinations for CAS use." (Ball und Stacey 2003, S. 297)

72 "[...] professional development for teachers needs to address attitudes and perceptions as well as technological
skill development. " (Pierce und Ball 2009, S. 315)
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gen und besprochen werden. Empfehlungen zur unterrichtlichen Umsetzung mussen erar-

beitet, diskutiert und gemeinsam entwickelt werden”.

6.2.4) Zu Netzwerken

Netzwerke von Lehrern sollten auf struktureller Ebene geschaffen werden, damit Leht-
personen auch dauerhaft durch die gemeinsame Reflexion und die Weiterentwicklung von
Unterricht unterstiitzt werden. Dazu kann das bereits bestehende gute Moderatorensystem in
Thiringen genutzt werden und sollte durch weiterhin jihrliche Moderatoren-Fortbildungen
die Kontinuitit und Qualitit der Weiterentwicklung sichern. Eventuell lassen sich spezielle
Betreuungssysteme fur Lehrpersonen aufbauen oder Gruppen bilden, um die Zusammenar-
beit zu férdern. Hierzu kénnte auch der Aufbau einer Website mit Foren beitragen, um frih-
zeitig auf Unsicherheiten und Unzufriedenheiten von Lehrkriften reagieren zu kénnen. Hier
konnten neben Unterrichtsmaterialien auch Materialien fur Elternabende bereitgestellt wer-

den, um Eltern bewusst einzubeziehen und ausreichend zu informieren.

Fortbildungen sollten ein freiwilliges Angebot bleiben und durch ihre Struktur und ihr
Angebot motivierend wirken. Die ideale Struktur einer Fortbildungssequenz kénnte so aus-

sehen:

1) Prisenzveranstaltung (1-2 Tage, mindestens ein Ganztag, im besten Fall 1,5 Tage,

um informelle Treffen zur Netzwerkbildung nutzen zu kénnen)
2) weitere Prasenzveranstaltung nach 1-2 Monaten (z.B. Halbtag)

3) regelmallige Treffen (z.B. als Stammtisch alle 2 Monate ) zum Austausch von
Ideen, Besprechen von Problemen, Entwicklung neuer Idee etc. auch fir erfolg-

reiche Elternarbeit.

Erginzend zu den Netzwerken fiir die Lehrerinnen und Lehrer sollte es auch Inter-
netangebote fiir Schilerinnen und Schiler geben, z.B. Applets und andere Informationen zur
Rechnerbedienung, da es sich vor allem in den australischen Studien gezeigt hat, dass solche
Angebote vielfach genutzt werden. Sinnvoll kénnte eventuell auch die Einrichtung einer AG

sein, in der die Schiler ihre Erkenntnisse austauschen konnen.

6.2.5)  Zu den Rahmenbedingungen

Klare und transparente strukturelle Rahmenbedingungen sind fiir die Handlungssicher-
heit bei der Integration neuer Medien fiir Lehrpersonen im Unterrichtsalltag essentiell. Dazu
gehoren neben den klaren Vorgaben in Curriculum und Prifung wesentlich auch organisato-

rische Richtlinien als Unterstiitzung. Dies gilt vor allem bei der oben geduflerten Empfeh-

73 "Adopting technology to support teaching and learning requites teachers to change their teaching practices."
(Pierce und Ball 2009, S. 299)
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lung, die Integration von CAS im Mathematikunterricht aktuell durch Handhelds zu realisie-
ren. Lehrpersonen sollten klare und méglichst einheitliche Modelle der Finanzierung und
Organisation der Beschaffung solcher Gerite angeboten bekommen. Ein moglicher Weg

wurde z.B. im Land Brandenburg im Zusammenhang mit dem ,,Schiiler Baf6g® erarbeitet.
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7) Zusammenfassung und Schluss

Die Arbeit an einer solch umfassenden Expertise ldsst einmal mehr die Faszination der
Universalitdt von Mathematik durchscheinen. Trotz der verschiedenen Kulturen kénnen wir
international als Mathematiklehrende und —forschende in Schule und Hochschule koopetie-
ren und Erfahrungen austauschen. Sowohl die Inhalte des Unterrichtsfaches Mathematik sind
uns gemeinsam als auch die Standard- und Kompetenzformulierung in den einzelnen Lin-
dern, die eine grofie Deckungsgleichheit aufweisen. So verwundert es nicht, dass die Frage
nach einer sinnvollen Integration von CAS in den verschiedenen Lindern sehr dhnlich ange-
gangen und erforscht wird. Bei allen einbezogenen Studien standen insgesamt zwei Ziele im
Votdergrund: Zum einen ging es darum, die Lernprozesse beim Lernen mit CAS zu verste-
hen und zu erkunden und zum anderen sollten sinnvolle Wege fiir einen rechnerintegrierten

Unterricht aufgezeigt und evaluiert werden.

Die Studien sprechen eine klare und eindeutige Sprache: Trotz der vielfiltigen Probleme,
die die Komplexitit des CAS mit sich bringt und potenziell Schwierigkeiten fir Lehrende wie
Lernende entstehen konnen, sind die Vorteile eines CAS-Einsatzes immens. CAS kann als
Katalysator wirken fir einen schiilerzentrierten und verstehensorientierten Unterricht. Die
zentralen Ergebnisse fokussieren die Lernmdoglichkeiten, die beim Umgang mit CAS entste-
hen, die dabei geférderten Kompetenzen und daraus entstehende Anderungen der fachlichen

Unterrichtsziele, z.B.:

* Der Erwerb konzeptuellen Wissens kann durch CAS geférdert werden. Dies wird vor
allem in den Themengebieten Algebra und Funktionenlehre an vielfiltigen Beispielen

aufgezeigt.

* Rechnerfreie Fertigkeiten sind auch beim CAS-gestiitzten Unterricht zu erwerben
und verlieren ihre Bedeutung nicht. Fertigkeiten, im Kopf oder auf Papier ausgefiihrt,

sind bewusst anzuregen und in den Lernprozess zu integrieren.

* Die Nutzung mathematischer Sprache in der schriftlichen Kommunikation wird
durch CAS angeregt. Ein Rechner zwingt in neuer Weise dazu, sich mit mathemati-
scher Notation und Schreibweisen auseinanderzusetzen. Dies birgt Schwierigkeiten

aber auch Lernchancen, algebraische Ausdriicke vertieft zu verstehen.

* Die Integration offener und realititsbezogener Aufgaben in den Unterricht wird
durch CAS unterstiitzt, da verschiedene Losungswege vielfiltig unterstitzt werden,
realistische Daten verarbeitet werden und der Fokus weniger auf der Durchfithrung
cines Kalkiils sondern vielmehr auf die Wahl der mathematischen Befehle und der In-

terpretation der Ergebnisse liegt.

* Die CAS-Integration zwingt zum Nachdenken tiber Aufgaben und Wege im Unter-
richt und ermdoglicht, dass lehrer- und schiilerzentrierte Unterrichtsmethoden in neu-

em Licht gesehen werden kénnen.
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Diese Effekte werden nicht allein per se durch die Anwesenheit der Technologie erzielt,
sondern das Potenzial des Mediums kann nur durch die einzelne Lehrkraft entfaltet werden

sowie durch die entsprechende inhaltliche und methodische Gestaltung des Unterrichts.

Der angemessene Rahmen, den Politik und Administration bieten kénnen, ist gekenn-
zeichnet durch Klarheit und Unterstiitzung. Klarheit in Form eindeutiger Rahmenbedingun-
gen und Unterstitzung durch effiziente Systeme der Fortbildung und Netzwerkbildung. In-
sofern kristallisieren sich die Erkenntnisse der Expertise aufgrund der Recherche in den fol-

genden funf Gelingensbedingungen:
4) CAS sollte verpflichtend im Curriculum eingebunden sein.
5) CAS sollte verbindlich im Abitur verankert sein.
0) Lehrerbildung muss gestirkt werden als Motor der Verinderung.
7) Stirkende Netzwerke fiir Eltern, Lehrer und Schiiler miissen aufgebaut werden.
8) Strukturelle Rahmenbedingungen mussen geklirt werden.

Ein Aspekt fand sich in den Studien nur am Rande, der aber dennoch wichtig erscheint
und nicht nur die Diskussion um den CAS-Einsatz in Deutschland beeinflusst: Es ist die
Diskussion zwischen universitirer und schulischer Mathematik, die Challis und Gretton

(2002) als eher ,,unleicht weltweit beschreiben:

,»It is indeed unfortunate that the relationship between university mathematics and the world of math-

ematical education generally is uneasy across the wotld.“ (Challis und Gretton 2002, S. 155)

Diese Diskussion wird lokal in Fragen des CAS-Einsatzes sehr pointiert gefihrt. Inso-
fern ist die neue Anniherung sehr zu begriflen, die sich derzeit in der Grindung einer
Schnittstellengruppe manifestiert. Es ist eine Gruppe mit Vertretern der Deutschen Mathe-
matikervereinigung (DMV), der Gesellschaft fir Didaktik der Mathematik (GDM) und des
Vereins fir Mathematisch-Naturwissenschaftliche Bildung (MNU) mit dem Ziel, die Proble-
me an den Schnittstellen zwischen Schule und Hochschule gemeinsam anzugehen. Dabei
geht es sowohl um die Ubergiinge von der Schule zur Hochschule (dann als Studierender) als

auch um die Ubergiinge von Hochschulen zur Schule (dann als Lehrkraft).

Bereits in der gemeinsamen Empfehlung zum Einsatz neuer Technologien haben sich
die Verbinde (hier MNU und GDM) angenihert und eine klare Empfehlung ausgesprochen

zum verbindlichen Einsatz neuer Technologien (u.a. CAS)™.

Die Arbeit an einer solchen Expertise eréffnet noch ein neues bereicherndes Kooperati-
onsfeld: die Zusammenarbeit mit Politik und Administration. Darin liegt eine Chance, die
genutzt werden sollte, denn Politik und nicht nur Wissenschaft und Praxis verfolgen dasselbe

Ziel, den Mathematikunterricht zu verbessern und fiir die Lehrpersonen zu erleichtern. Dabei

74 Vgl. http://madipedia.de/images/4/40/Stellungnahme-GDM-MNU-2010.pdf, Stand: 06.01.2011
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sind die verschiedenen Perspektiven der einzelnen Bereiche ausgesprochen hilfreich und

nutzlich.

Diese Perspektiven erméglichen z.B. dieser Expertise ganz neue Sichtweisen und Einbli-
cke, die sich aus der Analyse und Betrachtung der mannigfaltigen Studien, Gedanken und
Verotfentlichungen ergeben. Neue Aspekte und Erkenntnisse mischen sich mit bekannten
aus eigenen Studien oder Erfahrungen aus dem Unterricht. Schwierigkeiten und Probleme
konfigurieren sich noch einmal und in anderem Licht. Eine lohnende, spannende Arbeit:
Allen Mitwirkenden sei Dank fir die guten Gespriche und Diskussionen beim Ringen um
eine Ordnung der zunichst uniiberschaubaren Fille an Aspekten und der Aufgabe, cine

Struktur zu finden als Grundlage einer fundierten Empfehlung.

Besonderer Dank gilt nattirlich dem Ministerium fir Bildung, Wissenschaft und Kultur

in Thiringen, das diese Expertise iberhaupt erméglicht hat.
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